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This paper examines the question of whether there is an un-
bounded walk of bounded step size along Gaussian primes.
Percolation theory predicts that for a low enough density of
random Gaussian integers no walk exists, which suggests that
no such walk exists along prime numbers, since they have ar-
bitrarily small density over large enough regions. In analogy
with the Cramér conjecture, I construct a random model of
Gaussian primes and show that an unbounded walk of step
size k � log � z � at z exists with probability 1 if k � �

2 ��� c,
and does not exist with probability 1 if k � �

2 ��� c, where� c 	 0.35 is a constant in continuum percolation, and so con-
jecture that the critical step size for Gaussian primes is also� 2 ��� c log � z � .

1. INTRODUCTION
������������������������������� � ���!"� ��#$� �%�&�'���!"��()�*��� � ��(,+��-��%(/.102�3����(4�365�7�7�8:9,0;�3����(4�3<��(�#>=:�����?&5�7�7%@A9,02�3���,+(4�3��3�����CB65�7�7�D:9E0;F4GH5�7�7JI4KL
�5�8NME-O�>PQ�4�3�����3����4�3��-O�R�>PL����?'� �*-O(,ST(�-��UG&��VW�X�%F�(�#���#Y� � �3�Z��-�[3�\�����%(4]*�����0;��F�����-O��(^���-O�Y���3B`_E��-O�'P6���aS�b� �'�X�%� ��#c�:Ged6����-O�02���#��%(/-O(f5�7�8�g:KT��(�#/-��6PL���R��F���� ��h:F4��()����G'���4�iPj(k-O(.ml���b#���(H��(�#Hnj����F�(4]H5�7%@JoJM2�������&���4�3��p-O�&(4�qP6����?��Vr��� �3�s����(4]����utwv 53o/� �������-O(4]aVx��%�y�����>��b-�]%-O(zB|{}(.102�3����(��3~�3�����CB�5�7�7�DNM�K:����-O�~�������X�3��(�-O�&����i����#*� �|-O(4+!3�OF�#4�;P6����?:�L��VW��� �3�Z����(4]����a���6�Y�%� � v g�8,B~�Q��� �;����������4��� �'�����F�������#4�p(4���|bF����*�%F4���/P6����?q� �p-O(,S�(�-���G���V��F�!b�Z� � �3�f��-�[3���EV���%��� �%�Y�;���%-O(A�EVC��Q��P6��G/V���%����������-�]%-O(zB{�PQ-O�O���"�4���Y-O(4�����4������O����-��%(�����-������3�UPr�3��(�����-O�z������4+��������(�#c�����q���4�3���G���V��X�3�!"�%�O����-��%(zB�_E��-O�a���4�3���G#4�����O�RPj-����/���4�\��-O�Y-O�O��R���������������V�PL����?,-O(4]&� �&-O(,S�(,+-���Gp�%(��'�O��� ��-O!"��Kz��F4�EPQ���3��|���4�>��-�� ���j�����(4�NP�]%-�����(�/S��:��#������������-O�O-��UGq����VL�X��-O(4]f-O(�!3�OF�#4��#e�C� �3��. �;F4�+
��3� �R5�7�D�D:9r�� Vx��%�r5�7�D�g:9402�-O�Y�Y�3� �r5�7�D�7:94=:����F,�X�3<��(�#
2������%(AGa5�7�7JI�MXV������(&-O(A� ��:#�F�!"��-��%(T�bB~_E�4�E�'��-O(�Vx���J+��F4��\��V��X�3�!"�%�O����-��%(p-O�6�������E-��R�"�4��-���-����E������� �;� ���(���-�+

c
�

A K Peters, Ltd.
1058-6458/1998 $0.50 per page

Experimental Mathematics 7:3, page 275



276 Experimental Mathematics, Vol. 7 (1998), No. 3

��-��%( K -CBm��BOK ���4�3��*-O�;� �����������
	���������
	������������ o�� �����`5V���LPQ��-O!��a��(k-O(,ST(�-�� �2�������'�"�,-O�����6PQ-����Y�����������-O�O-��UGp5-�V6��� ���bK���(�# (4�p-O(,S�(�-�� �&�������q�"�4-O� ����PQ-����s��������J+�T-O�O-���Gq5|-�V����H����B_E�4�*���4�3���Gf��VL���3b!"�%�O����-��%(s]%-������>�Z�4��F4�-O����-O!�����J+���%(sV�����X���O-��3�:-O(�]p�����������4�3��'-O��(4�ZP6����?s� ��-O(4ST(�-���G�����%(�]\0;��F�����-O��(����-O�&���W��-O(�!"�L���4����b-O�&�~(:F��>���3W���4�"+������ -O�&���O-����;�������|���4�&#4��(���-���Gf��VR0;��F�����-O��(q��b-O�&���-O�����X�%F4��g �,��!�����]#"X�|-O(��Z#�-O��?f��V6���#�-OF��$"�K�� ��������������&%}�����������-O�O-��UG�'���Vz�\�O��� ��-O!"�j�X�%-O(A������-O(�]\���-O�&�6�X�"+!"�%�Y�������Y���O���3�������( ��(AGq��Bp_Q��-O����F�]�]���� ���>���4�YV��%��+���NPQ-O(4]Y!"�%()( ��!"��F4��)*
Conjecture 1.1. + �)�,	�-.�0/ K ��132��42,�657-8����-:9;-.���<20�
�)=,>
3��-�2�-8�?�A@CBD	�E�5
5F��	�-G8����=&2�5��
��-H-�24�I�<24JK���C5��<2LM5F�ONI2
	 �P=&�Q5��R/ B
�j��� �>�������j���������(�#4�%� �Y�:#4��� �����#�-O!"���j�������2�3����(�-�V�����3��/-O�*(4�q-O(,ST(�-�� �/!"�%�&�X�%(4��(A�3K~���4�3��a����a����-O�O�R�� +�T-�� ����-O��G/�O���]���!"�%�Y�X�%(4��()���>�����4�%F4]%�p���4��-�Q�"�,�X��!"� ��#��-�[3�6-O��S�(�-�� �|.102�-O�Y�Y�3� �r5�7�D�7NM��bB~{ ��� �3���Y����������0;��F��}+��-O��(Y��b-O�&���~#4�>(4�����"�4��-���-��r����-O�r���������,-���L��-O(�!"�Q���4�3G����|���� � �-O!"� ��#p� �Y!"�3�����-O(�!"�%(4]��F4��(�!"��!3�O����� ���3B
Conjecture 1.2. + ���S	�-.�T/ K ��1�2��42T�65&	G�
��E�-8JG��-U��132
�V	���WX2�5��Y�F��=Z���-�2�-H�[��@?BD	�E�5
5���	)-78���\=T2�5]�
�)-.-�24�I�<24J0���
5��<2L^5F�ONI20	 �P=&�Q5��R/ B
l�BX_�B:l%���#���(k��(�#'l�BAn|B:nQ����F�(4]k.�5�7%@�8NMz����N����#C`L�%(,+
(}��!"��F4�� 5�B g�V��� /ba v g:K�PQ��-O��� � B�02�3����(��3s��(�#
_�B�=:�����?c.�5�7�7%@iMj���!"��(A����G ����i����# -��*V��� /ca g:9R� �3�=,��!"��-��%(f@AB

_E�4�/�X�3�!"�%�O����-��%(������������� �&�%� �*������3����(A�'� � ����-O��T�����3~-O�~���4�Q� ��+�!3���O����#U%Ad��%-O��� �%(&�T�����Y�&�,#4���V'2��Vz!"�%(,+��-O(:F�F����X�3�!"�%�O����-��%(e*f`L�%(���-O#��3E�gd��%-O��� �%(/����,!"�����6��V-O(A� ��(���-��UGihe�%(e���4�f���O��(4��KE-CBm��BOKQ�X�%-O(A���Tj�k:lAj&mnl�o�o�o�K����QF�(�-�V�����Y��G�#�-O� � �-���F�� ��#&-O(*���4�E�T�O��(4�RPQ-����&#4��(���-���G
h KE��F�!b�$�������'���4������������T-O�O-���G ��V����i�:-O(�]��"�4��!"����Gqp�X�%-O(A���W-O(��������r2-O�tsQu3v4wA��r�h��yxA�nptzOB<
j��%F�(�#\����!b���X�%-O(A�#����P �Z#�-O� ?f��V6���#�-OF��\�%(���B�{c������-O�����4�&�����������-O��+-��UG���VL�����3��*�X��-O(4]Z��(�F�(A�X�%F�(�#4��#f!"�%(�(4��!"� ��# � �3�|��V#�-O� ?:��|Z{ �EP6���j���4�iPQ(p-O( .~}XF4�3�a��(�#�=4-O#4�����(4?��p5�7�D)�NM�C���3�*.10;�-O�Y�Y�3� �25�7�D�7:K�=,��!"��-��%(q53o,B��NM��L�������6���4�3��\-O�6�!"�%(�� ����()�&h8�;��F�!���������������-O�|PQ-O�O���:!3!3F4�PQ-����s��������J+�T-O�O-���GY�%(��2V����h��ihH�bK4��(�#'PQ-����k�����������-O�O-��UGY[3�3���V���
hC��h8�bB�{ �~-O���X���O-��3����#*�������#h8��-O�~����������4-O�Y��� ����G�o�o��)�

.10;��Pj�O-O(�� ?,-z��(�#p=:����(����3G�5�7�D,5�9H_2����(/��(�#�}�P6��(4[3PQ-�]5�7%@�@A9T�2�%�>��5�7%@�gNM�B_E�4��S�����j�X�%-O(A�2-O�;�������;����-O�\�Y�:#����W����������4-O�Y��� ����X�3�!"�%�O����-��%(f�%(Z���4�>-O()� �3]��3|�O��� ��-O!"��PQ-������ � �3�f��-�[3� / B_W�Z���3�*����-O�3K (4��� �*��������PL����?f��Vr� � �3� ��-�[3�&���|�&�%� � /��� ?,�&V���k� !"�%(�(4��!"� ��#�� �3�Y��VC% #�-O��?:�4',KE-CBm��BOKQ� ���(����O�J+��-��%(�����VL�����'� �3����VE�O��� ��-O!"�k�X�%-O(A����#�-O������(�!"�k���>�&�%� �
/ V���%� ���4� ���-�]%-O(zK���(�# �UPr�^��F�!b� #�-O� ?,������u!"�%(,+(4��!"� ��#uPQ�4��( ���4�Z!"��(A� �3&��Vj����!��H#�-O��? -O�*!"�%(A����-O(4��#-O( ���4�a�����4�3�B�_E��-O�>-O�>���4�/�����Y�k!"�%(�#�-���-��%(H���*���i�)+-O(4]�% #�-O� ?:�
'Z��VR���#�-OF�� / ��gZPj-��������4�k��-O�&�T���3�!"�%(�#�-�+��-��%(H�������Y���4�3G �Y�3�����G ���/�N���3��O������-O(�]4Bi}XF4�3�u��(�#=,-O#4�����(�?��>�����iPL��#a�������6���4�2!"�%(�� ����()���6���"� / �~V���6����-O������������� ������-O� V�G'�O-O�T���D�&� / ��g%� m ���"� / � a hH�bB<{UVW���-O�&�������Q-O('� �%�&�E� ��(�� �T%}���(�#��%�T';PQ-����&#���(���-���G&���r���X�i����K���4��(>����-O�<PL�%F��O#�-O�&����G\�������<���4�LS�b� ��% �Y�%���4';����%F�(�#���4�a���-�]%-O(zKL-CBm��BOKr���4�a�%F4����-O#4�/���������VQ�����k�X�%F�(�#����G��V����4��!"�%(�(���!"� ��#f!"�%�Y�X�%(4��()�j� �������-O(4]k(4����j���������-�+]%-O( �C-CBm��BOK���������#4�:����(������O-�� -O(���-O#4� ���4� !"�%(�(4��!"� ��#!"�%�&�X�%(4��(A�b�\V���*� � �3� ��-�[3� / ���4�%F��O# �O-��/���&#�-O� ����(�!"����X�%F4��s:�A���4� mL� w���� B _E��-O�a� �3���'�/!"�%(���-O� � ��(A�/PQ-����c���4�#������'��Vj.102�3����(4�32�3�\���CB�5�7�7�DNM�B;{}(pVC��!"�3Kz��!3���O-O(4]a���4�"+���G;Vx����X�3�!"�%�O����-��%(a�C� �3�;. #��L02��(�(4���L5�7%@�8:9:02b-O�Y�&�3� �5�7�D�7:9>=:����F,�X�3/��(�#�
j������%()G 5�7�7JI�M��a�����#�-O!"���k����������4�Y�T����� �Y� b��(���-���-��%(����S���2�"�4��-���-�������!3���O-O(4]f������4+�3���-����E���%}���NPr�32�O��PQ�
',BrdLGk��(�������]�G�KT���4�|!"�%(�(4��!"� ��#!"�%�&�X�%(4��(A����V\0;��F�����-O��( ��b-O�&���>����%F�(�# ���4�a���-�]%-O(���4�%F��O#>���i���L�4�%�����<Pj�4�%� ��b��#�-OF���]���iP -O(���-�[3�6��!3!"���#,+-O(4]&� �Y�&���NPr�32�O��P ���E���4��#�-O� ����(�!"��V���%�������|���-�]%-O(��������%��!b�4���$s �A�V�
� my� w � �}KX��(�#f�������;(4����;����-O�2�J���OF4�>���4�!"�%(�(4��!"� ��#k!"�%�&�X�%(4��(A�~����%F�(�#&���4�E���-�]%-O(k���4�%F��O#&�"�A+��-���-��Y������V +���-O�'-O�O���-���G�K2-CBm��BOKE���4��% �&�%���4'����4�%F��O#$�������Vxb��!"������������X�3���-���� ����-O!"��F�����fVx��%� .102�3����(��3f�3�����CB5�7�7�DNML-O(�#�-O!3��� �Y�����������4�&�&�%����#��A���|�������'�p!"�%�&���O-�+!3��� ��# �������X�&Vx�� /�a v 5�Dr�bBC�4��>#�-O� ����(�!"����]������� �3������(�s �4���
� my� w � �6���4�3������4�%F��O#��%(���G����*���'���O�<-O� �%�O��� ��#!3�OF�� � �3���B=,-O(�!"�k�X�%F�(�#4��# � � �3� ��-�[3�Z#4�:����(4���*� �3��� � �������+#�F�!"�p��(eF�(A���%F�(�#4��# PL����?�KE-��'-O�'-O()� �3���� ��-O(4] � � � �3�PQ��������� �3�k��-�[3�;-O��(���!"���������G�B�
2��-O(�`L����M��3:�1��!"�%(�(}��! +��F4��|�%(p���4���O���]������2#�-��X�3���(�!"�����3�UPr�3��(���PL�k���-O�&����K�%(4��!"�%(�� � �F�!"���/� ���(�#4�%� �Y�:#����E��V������q0;��F�����-O��(���-O�Y���3B�_E��-O�*-O�*#��%(4�/�AG -O(�#4�3�X��(�#4��(A����G ������-�]%(�-O(4]���4�&0;��F�����-O��(�-O(A� �3]��3�� a r$�q�F��KzPQ-����c� �H����g:KX���4�



Vardi: Prime Percolation 277

����������T-O�O-���Gsg �,��!|����]$� �H�m�2��V6�X��-O(4]/���X��(zB � ����&����"+!3-O� ����G�Kj-�V �Qk�l�o�o�oIl
� x l
���k l�o�o�onl
���� KEPQ-���� � ����� ln� ���� ��� g:K����Y#�-O����-O(�!"��0;��F�����-O��( -O()� �3]��3���K�������(s���4�&�����������-O��+-���G&��Vz�������r���O� �nk�l�o�o�onl
� x ����Q���X��('��(�#'���O�����k l�o�o�o:l
��������|!3���%� ��#f-O�� x��	�8k g
!\����]7� ���)��
 � ��

� �8k� 5�� g
!\����]?� � �� ����
 o

Theorem 1.1. � ��-35F��J�2��S��1�2KBD	�E�5
5���	�-��\-8�<2 WX2��
5��t����1
��1�2�	��
����2,8�A���4	����\�������^=g�IJ�2��D	�-8J��
��-35���JX2����P	����I5 �A@
5��<2y�5F�ONI2�	)�P=g��5��[/�� ����]7� �H� 	)� �,K �R1�2��42�/ �\5$	��
��-H>
5�� 	�-8� B�� 1�2�-T@���� / � v g�!Yh � K �t����1T8���X�4	����\�������^��-�2 K
��1�2��42��65^-8�qE�-��4�)E�-�J�24Ji�F32�- �
��=Z���- 2�-H� K 	�-8J�@��)�
/ � v g�!Yh8��K �t����1C8���X�4	����\���������)-�2 K ��1�2��A2��65S	)- E�-.>
�4��E�-8JX24J��F32�-��
��=Z��)-�2�-H� B
_E��-O�R��F�]�]���� ���Q��(4�������3j!"�%(�(}��!"��F4��)*
Conjecture 1.3. � ��-35���J�2����P	����n5T	����)-XWG��1�2CBD	)EX5F5F��	�-
8���\=T2�5 �t����1$5��<2L&5��VNn2 	)��=&�Q5��./ � ����]?� �8� 	)� ��1�2Y��F��=T2� a r0�i�F��B + �)� 	�-H� / � v g�!YhH� K ��132��42S�65�-8�GE�-.>
�4��E�-8JX24J��P	���� K 	�-8JZ@�����	�-.�,/ � v g�!Yh8�bK ��1�2��A2��\5�	�-
E�-��4��E�-8JX24J!�P	���� B
_E�4��������������^��V4#�-O� � �-��TF4��-��%(\��V�0;��F�����-O��(|���-O�Y���z������X�3��( ����F�#�-���#u�:G�_j��!�?�� .�5�7,5�D:9�5�7�g�oJM�KLPj�4�q���4�iPL��#�������~0;��F�����-O��(����-O�Y��� ����L�3����(���G�#�-O��� �-���F4� ��#>���&�%(4]� ��!"� ����#" k � ���]]���$" m B _Q�NPr�3���3iKr!3F4����()���&�3���,+�:#��'����f���3�GHVC��kVx��%� ��������%��!���-O(4] ���4��hAF���� ��-��%(���X�%� ��#��4�3���B�����|�"�,���Y������Kz���4���"�4-O� � ��(�!"�&��VL-O(,ST(�-�� �PL����?,�;���;-O(^`6�%(�( ��!"��F���k5�B��k-O�Y���O-����Q�������2�����>#�-��X�3 +��(�!"�Z�X�3��PL�3��(H!"�%(�����!3F4��-�����b����-��%(����R���-O�Y����� x ��(�#
� x&% kE-O��'&� v � x ����][� x �bK�PQ��-O!��/-O�E�X�3� � �3E������(/?:(��iPQ(�X�%F�(�#��3K<�3����( ������F��Y-O(4]f���4�/nQ-����'��(�(U_QG:�X�����4����-O�3KPQ��-O!b�/�%(���Gk]%-������('Y� v � x ����] m � x �bB

=:�%�Y�k��� �X��!"���*��V2����-O�������������� (4���*�"�4���Y-O(4��#u-O(����-O�R�����X�3E!"�%(���-O� �E��V<���4�\V��%�O���iPQ-O(4]3*
(a)

=,-��3���Z�Y�3���4�:#��a. _2�����X�3�� ����� ��(�# nQ-O!����3��Z5�7%@NI49nQ��#4���'��!��4�3�5�7�g)�NM�!3��(f�X�����&�T���iG���#f� �']%-����*F4�����3�X�%F�(�#��k�%( ������#4��(���-��UGc��V���( -O(,ST(�-�� ��!"�%�Y�X�%(4��()�!"�%(�(4��!"� ��#$�AG � � �3�$��-�[3�st / B { (u�T�����-O!3F��O���KL���4��� ��&�3���4�,#��rPr�%F��O#k���4�iPc�������6���4�\(:F��>���3r��V<0;��F�����-O��(-O()� �3]��3b�Q�������2�O-���-O(���-O#����Y!3-��!3������V<���#�-OF�� "���(�#/�X�"+���%(4]s� � ��(H-O(,ST(�-�� ��!"�%�&�X�%(4��(A�&!"�%(�(4��!"� ��#H�:G � � �3�

��-�[3� t / -O�)'Y��" m ������]+*?"z�*V���/��()G$S��,��#-,�Bw�Q��� ��������Q�&���%F�(�#k��V����4��Vx��������j������� �('Y��"X�L-O�E���hAF�-����#� �u����N���^`L�%()( ��!"��F4�� 5�B 5�Kj��F4�'-��a� �3���'�Y�������/��-��3����&�3�����:#��R�����F�(��������\� �'��������%��!b�Z����-O�3B
(b)

`R���������G�KA����-O�~������T�����`!3��('���R]���(��3����O-�[3��#k� ��]���(,+�3����4��3������ ��(A������-��%(��~��V�-O()� �3]��3b�~�:G>h:F���#4�����-O!6V�����'�3K-O(>�������-O!3F��O��iK���(�������]��%F��<�����F����������4�%F��O#��4�%�O#�V������3��+���� ��(A������-��%(��*��VE-O(A� �3]��3��*�����f��F�� ��VEVx�%F�>��h:F��������K-CBm��BOK�P6����?,�Q�����%(4]khAF���� �3b(�-��%(�-O!\��b-O�&���3B
(c)

=,-O�Y-O�O���h:F4��� ��-��%(��r!3��(Y���Q���-O� ��#Y-O(Y�����4�3r(:F��>�X�3���4�3����3��-O!�!"�%(A� �"�:���q. .~���#�-0/ 5�7�7�DNM�B ����k�"�4���&�T����K!"�%(���-O#��3&���4�Z� �3�&��V2����-������V2����O����-�������G ��b-O�&�/-O()� �"+]��3��Z-O(c�����q���O��(4�q!"�%(�(4��!"� ��#�-�V����4�3G�����s#�-O� ����(�!"��%(4�f���������*��j�:���'����-O�Y� �3�'���������s�O-O�Y-���-O(�] #4��(���-���G��(�#Z-�V�� �4K�-O�j-��Q(4�%(4[3�3��X|

2. GAUSSIAN INTEGERSnE��!3���O�)������� ���4�60;��F�����-O��(�-O()� �3]��3�������~!"�%�Y�����"�;(:F��&+�X�3���r0�i�F��K<PQ�4�3�� r���(�#��&����k-O(A� �3]��3��3B � �����Y��(,+�����Gf������X�3���-����2��V������&0\��F�����-O��(q-O(A� �3]��3��|�����]%-�����(-O(H. _2���#4Gp��(�#G{q�-�]%�A�*5�7%@�7NM�K���(�#����4���%(4��������3����()��4�3��2-O���������60;��F�����-O��('-O(A� �3]��3��6���i���2�>F�(�-Oh:F4�R���-O�Y�VC��!"� ���-�[�����-��%( ��(�������]��%F���� �p���#�-O(����G�-O()� �3]��3���Bk_E���#�-��X�3���(�!"�\-O�L�������6���-O�Y���~��VW�����jV����� I / �K������'��-O(���-O�Y��K,PQ��-O����g*��(�#a���-O�&���6��V����4�\V������I / ��5|� �T�O-��-O(A� �'�UPr�k���-O�Y�\V���!"� ����:*LV���2�"�,���Y������K�g a �}5]�U� �21�}5���� �bKY� a � g?� � �"� g3��� �bB\{}(p]���(��3����CK �Z0;��F�����-O��(-O(A� �3]��3�rZ�U�F��K4PQ-����CrHl
�54a o,K�-O�6��b-O�&�;-�V���(�#k�%(���Ga-�V
r m � � m -O�L�������-��%(����T���-O�&�>�C����b-O�&�E-O('���4�j��b#�-O(����G� ��(����N�bB�j�iP|K:���3�;!�ki��"X�W�X�L�����6(:F��>�X�3���VT���#�-O(����G����-O�Y�����VE���4�'Vx��b� I / � 5Y�������>����'��������������( �����h:F����~� �
"WK���(�#����3�$!76N��"z�j�X�����4�*!"������� �X�%(�#�-O(4]a(AF����X�32Vx�����-O�Y���*��V;���4�ZV����� I / � �:Be{}($�s!3-�b!3������V;���#�-OF��
"WKz�����3��*������"�,��!"����GsDX!�k���" m �;0;��F�����-O��(����-O�Y���j!"�� +���� �X�%(�#�-O(4]Y� �aVC��!"� ���-�[�����-��%(��|��Vr���#�-O(����G/���-O�&���j��V���4�LVx��b� I / �a5�K)��-O(�!"������!b�&r��g�F�X!"�%()� b-���F4� ���987r:8g�F���(�#38$�&8$r���KiPQ��-O���~���4�3�������~I�!;6N��"z� 0;��F�����-O��(|���-O�Y���!"�����������%(�#�-O(4]Q� �2�����-��%(����:��b-O�&���z��V������rV����� I / �0�:K��-O(�!"������!b�������-��%(��������-O�Y� �q��V~����-O�jVx����y���O� �a]%-���������4�k���-O�Y���<�t� ��(�#=8��V�WB�_E�4�'���-O�&�'(AF��>�X�3|���4�"+������ ��(�# ���4��`6���3����������3��#4��(���-��UG����4�3������ -O�&����G



278 Experimental Mathematics, Vol. 7 (1998), No. 3

FIGURE 1.
���������	�
����������������������
�	��������� �����"!#�$�&%('�'

)*��!��+��,��-!����/.0�/�21
�������]! k���"z�43�!76���"X�&3�" �,� g<����]]"X�bK4� �����4�;(AF��>�X�3~��V0\��F�����-O��(p���-O�&���6-O(Z�Y!3-��!3������V����#�-OF��D"�-O�

IZ� DX!�k���" m � �uI�!;6N��"X�53 g " m
����]#" � gQ"

����]P" 3 g " m
����]#" o

=4-O(�!"�Q���4�2(AF����X�3���V�0;��F�����-O��(k-O()� �3]��3��6-O(���-O#4�j��!3-� +!3���\��V����#�-OF��]"�-O�R��� G:�Y��� ����-O!2� �&!Y" m K,����-O�R���iG:�E�������������#���(���-���Ge��V�0;��F�����-O��(c���-O�Y���a-O�/��� G:�Y��� ����-O!f� �g �,��!�����]#"z�bB
=,-O(�!"�j���O�X0;��F�����-O��(Y��b-O�&���~�"�4!"�3����8�5:8��<��F�� �~�X���V;���4�/V����� r&� �F��K6PQ�4�3���r ��(�#q�k���i����#�-��X�3���(A��T���-���G�KT�%(���Gp0;��F�����-O��(p-O()� �3]��3��j��V<����-O�EV�����pK:?,(4�NPQ(��� �IJ J 0;��F�����-O��(/-O()� �3]��3���K4PQ-O�O�����;!"�%(���-O#��3���#zB~�j��� ��������~���4��� �RV�����w�\�O��� ��-O!"�2��������-O�������E�����&�E���������R�� +#�-O(����GZ���O��(���-O(A� �3]��3��O��� ��-O!"�'PQ�4��(f!"�%(���-O#4�3���#q��-O#4�"+P6��G,�|�C-CBm��BOK����R�>I���6Q��(�]%���N�L� ���������R� � �3�/��-�[3� / �����%(�]�����|���#�-O(����G'�O��� ��-O!"��!"������� �X�%(�#��6� �'� � �3�p��-�[3� / �)v g�����%(�]&�:#�#�0;��F�����-O��(Z-O()� �3]��3b�3B�Q�"�,�3Kj-��kPQ-O�O�2�X��F�� �3VCF��Q� � ?,(4�NP PQ�����'���4�f�X�3 +!"��(A����]��Z��-��3����# �%F4��-O�3Bp�j�iP�-�VQ�p���-O�&�87/-O�>��VR���4�V����� I / � �:KL������(97�����Y��-O(��*���-O�Y��Kr� �s��V;���4�:7 m

%�' ;�' <0' =#' >�'

%('

;�'

<0'

=#'

>�'

FIGURE 2. ? ���@���������������A���#���B.0�B�C�B1

(AF����X�3��0rg� �F��K6o t rHl
�G�D7AK�Pj��-O!��u{�PQ-O�O�R-O#4��(,+��-�VxGaPQ-���� . o�lE7 �|5 M 1 . o�lE7 �|5 M�K��%(���G/o&-O�j#�-��:-O��-������|�:G
7AB { �aVx�%�O���NPQ�a�������a���4�q(:F��>���3b�&���-O�Y�p� �F7s�������#4��(���-��UG 5�� 5I�G7 m BIH;(����4�f�����4�3Z����(�# KQ-�V � -O�k��V���4�ZV����� I / �`5�KR���4��( ���4�3��f�����gF� � 5p(:F��>���3b�-O($. o�l)� �|5 M91H. o�l)� �|5 M����������������'�p!"�%�Y�&�%(fVC��!"� ��PQ-����G�WK�(����&����Ge�Co�l�o)�bK6��(�# ��rHl 8KJ�r:�>�Y�:# ��K~PQ�4�3��
J mML ��5c�C�&�,# �X�'��(�# r a 5�l�g�l�o�o�onl����w5�B _E��-O��&����(��<�����������4�E#4��(���-���G���Vz(AF����X�3�����b-O�&�6� ����F�!��&�
��-O�65 �'� gF� �Y5i�A�
� m a �}5 �Y5I�
�X� m B�
2(4�����4�3<P6��G|� �\� �3�����-O�;-O�;� �/!"�%(���-O#4�3;���4��VC��!"� ���-�[�����-��%(�� a r m ��� m a��r#� �F� �"��r ���
�}�bK)PQ�4�3���r#� �F����(�#�r ���
������;#�-O� ��-O(�!"�0;��F�����-O��(Z���-O�Y���6����!��f]���(4�3�����-O(�]'��(p-O#������ ��V�(4����
�WK4� �����4�3��|����f�#�u5\(AF��>�X�3��r����O����-�������Ga���-O�Y�j� �?�-O(p�YV�F�(�#����&��(A����� #4�%�'��-O(Z�&�,#�r 8 �F�r!"�%(A����-O(�-O(4],�0;��F�����-O��(Z-O()� �3]��3b�3B{}($]���(4�3b���CKj]%-�����(^� �����-��%(����\-O(A� �3]��3ON a gGP KPQ�4�3���P -O�L�,#�#zK:���4�\#4��(���-��UGY��V �,#�#/0;��F�����-O��(/-O(A� �"+]��3��R����O����-�������Gp���-O�&�;� �QN PQ-O�O�z�X�\]%-�����(p�AG
R:�SP � a �

T2UWV
R:� �X�

a �
TXUWVTBY k �[Z]\_^�` �

� 5 � 5
� � m �

a�UbVa�Y 6 �[Z]\_^�` � � 5 �
5
7 m � o



Vardi: Prime Percolation 279

� ; � % % ; < = >

%
;
<
=
>
�
�

FIGURE 3. � ���������"���#����� ��!�� ����� )*!��5>�� ;	�]!�)���!0��� ;�
�1

j�2�k!"�%(�� ��h:F4��(�!"�>��V~����-O�3K��%(4��� �3���2�������2��-��3�:-O(4]k�:G���-O�Y������V����4�;Vx���� I / ����-O�6(4���R���3�GY��'!3-���(A�3K���(�#-O(fV���!"�3K ��-��3�,-O(4]a�:G 	���� ��F�!b�����-O�&���j�%(���GZ����Y�i�����\�ST(�-�� �\V����!"��-��%(p��-O(�!"�
�^a �

a�Y 6 �[Z]\_^�` � � 5�� 5
7 m �

����� ������������������������������������������������� �!�	����� ���������	�����"�#�#���
_E��-O�j�J���OF��>!3��(f�X��!"�%�Y��F4� ��#��AGZ����O����-O(4]/-��j� �%$ a5I� v g � KA�����j!"�%(�� ����(A�6�����X�����-O(4]�-O(k��!3���%� ����GY����O��� ��#Vx��b�>F��O�R��V'&W��(�#���F���(�#>nQ���'��(AF)(}��(�PQ��-O!��>���iG:������������4�|(:F��>���36��V�-O(A� �3]��3��|t "��������Q!3��(p���\PQ�-�� � ��(Z����'��F�����V~�UPr�/��h:F�������2-O�;��� G,�&��� ����-O!�� �($e" � v ����]f"WB{ (s. �<�O�Q(}�%���3�2��(�# .~���#�-~5�7�7�8NM<-��Q-O�E�����iPQ(/�������

$ a 5
v g

��
x �8k � ) 5 � 5

g m!*,+.- � g�x)�/ � g x � � k � m *�021
�%��� ���3�	���3��������3�������������	�3���������������3��������	�����������������#�#��4

PQ�4�3�� / �65�� a 5;�&�Xu87)�S�Xu87 �Y@�u87��:9	9	9�B�_E��-O��]%-��������V������<����]���b-������ V���<!"�%�Y��F4��-O(4];$/#�F4�L� �\���4�R�O��!3F�(����G!�����b��!"� �3j��V����4�|����:#�F�!"�3B
�4��>���4�&��F���X�%� ���\��V6���4�'(��"�:������!"��-��%(zK�-���PQ-O�O�����(4��!"���������Gp� �Z!"�%�&�TF4� �����4�&�Y-O(�-O�'���W#4��(���-���G����&�%(4]-O()� �3]��3b�YtIN K�PQ��-O!�� -O��]%-�����( �:Gf�����YV��%�O���iPQ-O(4]f��"+��F�����*

Proposition 2.1.
� 1�2g=0��-.��=,E�= ��	�� EH2���@ RA��p��bK @���� p

�:J J KHpqt N�K �\5D	�5F��=Z�� �)�����7� � D �,� s	<)!|����]r����]�N�� 	�-8J
�\5 � 	 �)2�-^�)-K���

P a �
T=8>TBY k Z]\_^�`

� �
a#= v > � ma	Y 6 Z]\_^�`

7.l

�R1�2��A2 " 3^g<����]-N�B
Proof.

`6���������G/�������Y-O(�-O�Y���z#4��(���-���G/PQ-O�O�W�:!3!3F42V���2�����,#�F�!"�W��V,!"�%(�� ��!3F4��-����L���-O�&���3�pt "WKF� L 5|�C�Y�:#6IA���(�#>!"�%(�� ��!3F4��-����R���-O�&��� 7�t@?�K�7 L �&�C�&�,#6IA�bB�=:�%���A+-O(4]|V���j�}5:�p5I�G7 m �rt��}5:�p5I�
�X� m K%�%(��Q� �3����������������?:-O(4]? a � " ��gY-O�R������-O�'���CB�j�"�:�3KT�%(4��(4��� ���E��������
T=8>TBY k Z]\_^�`

� 5�� 5
� � m 3 D

s < ! � ����]f" o

_��Y� �3�|PQ�AGk����-O�E�4�%�O#���K����3�, a �
T�=8>TBY k Z]\_^�`

� 5 � 5
� � l A a �

a#=8>a�Y 6 Z]\_^�` � 5��
5
7 � o

� �3�� ��( �1�a���4�3������ . _2���#4GH��(�#�{qb-�]%�)�q5�7%@�7NM����iG:�������� ,BA 3^g�sQu < ������]f"WK�PQ��-O���

,A a

�
T=C>TBY k Z]\_^�`

� 5 � 5
� � �

a#=8>a�Y 6 Z]\_^ ` � 5P�
5
7:�

�
a�=C>a	Y 6 Z]\_^�` � 5 �

5
7 m � �ED I

! � l

��-O(�!"�����4�~����,#�F�!"�z-O(\�����~(AF��Y�3���� ��z� ��(�#�� � ��5I� / �}5i�bKPQ��-O!b�Z��h:F����O�RIX�Q!<BR=:�%���:-O(�]&Vx���, m ]%-������E���4�������F����3B
�<-O(����O��G�K����\(4��� ��#q���X�i����K ���4����b-O�&��(:F��>�X�3Q���4�"+������ �C� �3�s. �;������(4�X����/5�7�D�oJM�����(�# ���4�C`6�4�3�X��������3�#4��(���-���Ga���4�3������ -O�&����G'�������

F
T=C>TBY k Z]\_^�`

����][� 3 "
g l

PQ��-O!b�/���4�NPQ�6�������-P -O�6��V����#4�3Zs > � m B~_E���2������X�%��-�+��-��%(ZV��%�O���iPj�3B G



280 Experimental Mathematics, Vol. 7 (1998), No. 3

3. PERCOLATION
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