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This paper examines the question of whether there is an un-
bounded walk of bounded step size along Gaussian primes.
Percolation theory predicts that for a low enough density of
random Gaussian integers no walk exists, which suggests that
no such walk exists along prime numbers, since they have ar-
bitrarily small density over large enough regions. In analogy
with the Cramér conjecture, I construct a random model of
Gaussian primes and show that an unbounded walk of step
size k � log � z � at z exists with probability 1 if k � �

2 ��� c,
and does not exist with probability 1 if k � �

2 ��� c, where� c 	 0.35 is a constant in continuum percolation, and so con-
jecture that the critical step size for Gaussian primes is also� 2 ��� c log � z � .
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3. PERCOLATION

{}(q����-O��� ��!"��-��%( {jPQ-O�O�~�"�,���'-O(4�Y� �3���3
������"�,���Y�������\��V�X�3
�!"�%�O����-��%(��%(����4����PL�u#�-O�&��(���-��%(����E�O��� ��-O!"��B _E�4������3��
�G$��V����3
b!"�%�O����-��%(^PL���p-O()� 
��,#�F�!"��#eS�
b� �k#��3������+���X��#��Y�����4���'����-O!3���O��G/�AG/dL
��%��#4�X��(A�j��(�#�_j���'�&�3
 +�����3G`.�5�7)�%@iM�B _E�4�3G^�Y�:#4������# ���4����
���������-O�O-��UG^�������� � F�-O#cPQ-O�O��� �3�3� ����
��%F4]%� �$� �%�O-O#���F4��� ����(�!"��������������6PQ-O#4�\��(�#/(���
�
��iP^!�����(�(4���O�RPQ-����/�>]%-�����(Z��
������J+�T-O�O-���G*#�-O� � 
�-��TF4��-��%(�� �4��(�!"�R�����E(����&� 
32����F����	 ������- ���(�# ��
��i����#u���4�/�"�4-O� � ��(�!"�/��V2��!"
�-���-O!3���R��
����T����-O�O-���G���QPQ��-O!��p����-O�R�,!3!3F4
��3Br_E��-O�R�UGA�X�|��V���
���������� -O�E�X��� �#�����!"
�-��X��#��AG �4�)-8J&
32��A�
���V	)������- K<PQ�4�3
��*��#4]����\��VL���4���hAF���
����O��� ��-O!"�k��
��*
���(�#��%�Y��GZ-O(�!3�OF�#���#���
\�"�,!3�OF�#���#z9����-O�'-O�k���4�fVx�,!3F��'��VY.102
�-O�'�&�3� ��5�7�D�7NM�B �j��� ���������Pj�����p-O�Z�X��-O(4]$�"�,���'-O(4��# �4�3
���-O� 5����<2�
32����F����	 ������-��=4-�� �&�X�3
�!"�%�O����-��%( -O���&��
��*]���(��3
�����-O(q�����Y� ��(�� �Y���������(AGp�X�%(�#���
����T����� !3��(����>
���� ����� ��#q���\�/��-�� �>��
����4+�����pB<{ (k����
���-O!3F��O��
�K,{~PQ-O�O�X!"�%(���-O#4�3
6���4�;�O��� ��-O!"��� / � / �Pj�4�3
��|���4����-�� ���j��
�������-�
��Q��V�-O()� �3]��3
��*��rHl
�3�R��(�#p��PL���-�� ���j��
���!"�%(���-O#4�3
���#�!"�%(�(4��!"� ��#f-�V<���4�3G/��
���#�-O������(�!"����R�Y�%� � / ������
��3B~_Q�4�2��-O�&������� �L!3��� �|-O�L���4�2��
�#�-O(���
�G-O(A� �3]��3
&�O��� ��-O!"� / �}5i�bB��j(��O-�?��k�����'�X�%(�#q�X�3
�!"�%�O����-��%(��
����������ZKjPQ�4�3
������4�q�X�3
�!"�%�O����-��%(�!"�%(�� ����(A�ZV���
/���4��UPr��+�#�-O�&��(���-��%(�����-O(A� �3]��3
L�O��� ��-O!"�;�����~�X�3��(*��
��i����#'�AG
� ��� � ��(k� �>�X� km �C� �3�&.102
�-O�'�&�3� �Q5�7�D�7NM V���
R����
��A��Vz��V����-O�~#�- �'!3F����<
�����F����b�bK)���4�R�"�4��!"�~�����OF4�R��V����4�E��-�� �R�X�3
 +!"�%�O����-��%(/!"�%(�� ����()�L��� �}5i�~Vx��
r���4�Q���O��(��j�O��� ��-O!"� / �}5i�~-O�(�����?,(4�iPj(��"�4��!"����G���F���-O�>�X���O-��3����# � �f�X�'������
����4-�+�'��� ����G o�o���7�g%@$.~}X-�����(�#$=,���X�i�����\5�7�D�8NM�B$_E�4�a�X��� �
b-�]���
��%F��>�X�%F�(�#��|��
��'��� �}5i�&��o�o��)��8 . �J��(u#4��( dL�3
�]��(�# � 
��'��?��i�e5�7�7�8NM2��(�#u���"�}5i�S� o�o 8%@�7JI)7�ge. {�-��3
�+�'��(q5�7�7)�NM�B
 ?��3Gs!"�%(�!"�3����-O(q�����&���4�3��
�Gq��VR��-�� �&�X�3
�!"�%�O����-��%(-O�����4� =&	)� ��1���-XW^�V	)�������F2 PQ��-O!���!3��( �X�Y#4����!"
b-�����# -O(� �3
b�Y�2��V����4��]%���Y�>��VR02�4B�nE��!3���O�<�������|�a� �3�\��VR02���� �%(4���~V���
��w�|�O-����j]�
��%F4�Y-�VX���4�3G���
��Q��!"�%(�(4��!"� ��#k� �3�F�(�#4�3
E���4�>-O()� �3]��3
\�O��� ��-O!"� / �}5i�E��(�#Z�������j�&]�
��%F4�p��V0;����� �%(4���6-O�L!3������F4
���#k-�V �3���3
�GY�X�%-O(A���%(k���4�2�X�%F�(�#,+��
�G'��V<���4�\]�
��%F��p-O�E�,!3!3F4��-���#/�:Gk���4�|�����X�%(4��(A�3B_E�4�R�%F4����-O#��j� �3�~��Vz!3������F�
�-O(4]|PQ��-�� �Q� � �%(4���L!3��(&�X������%F4]%�)����V4���W�X��-O(4]Q!"�%(�(4��!"� ��#��:G;���4�r�O��� ��-O!"� / �Uv g)�bK���'����-O�;-O�j�"�,��!"����Gf���4���Y����!b��-O(4]a�O��� ��-O!"�*��V����4����
b#�-�+(���
�G (4����
���� �a(4��-�]%�A����
k�O��� ��-O!"��B `L�%(A���3
�� ����G�K2-�V;���4�

FIGURE 4. � ��!0�����������(�K�	�B� !�)
	 �
�����K� !��	��!0����� �B��
�

����������	����&,��/����1

PQ��-�� �>� � �%(4���2��
���!"�%(���-O#4�3
���#f!"�%(�(4��!"� ��#��AG/����-O�2�O���}+��-O!"��K����4��(Z���4�3G/�>F�� �6���|!3������F4
���#/�:G/�&� �3�E��V����O��!�?� � �%(4���;�������\��
��*!"�%(�(���!"� ��#q�AG����4����
�#�-O(���
�Gp�O��� ��-O!"��B_E�:F��3K������>�'����!���-O(4]k�O��� ��-O!"�*��V / � v g%�E-O� / �}5i�bB2{ �j-O�� �3��(f�������2���%F�(�#���
�-����j��V�!"�%(�(4��!"� ��#q���3���2-O(f�%(4���O���}+��-O!"����
��|#�����!"
�-��X��#/�:Gk!"�%(�(���!"� ��#p� �3���j-O(/���4���'����!��,+-O(4]|�O��� ��-O!"��B��j�iP � ��� � ��(p.�5�7�D�gNMz���������4�NPQ(*�������~-�V������(�#\���� ��
��~���4�~�X�3
�!"�%�O����-��%(>!"�%(�� ����(A���W��V4�E�O��� ��-O!"�6��(�#-����Q�'����!���-O(4]'�O��� ��-O!"��K�������(ZF�(�#4�3
j!"�3
�����-O(���G:�'�&�3� 
�G!"�%(�#�-���-��%(����%(4�6�����������>���� a 5;������-O��PL����S�
b� �W��
��i����#Vx��
r���4�j��-�� �j��
����������w�%('���4�j��hAF���
��j�O��� ��-O!"�;�AG&njF���� �.�5�7�D,5 M��bBr{ �EV��%�O���iPQ�Q�������E��� �Uv g%� a 5��s���b�}5i���co�omI�5�B
_E�4�6]���(4�3
�������
���������� ��V�P6����?:-O(4]������%(4]>0;��F�����-O��(&-O(,+� �3]��3
��LPQ-����'���%F�(�#4��#Y��� �3�k��-�[3�;!"��
�
��������%(�#��~� �����A��?A+-O(4]Z���\���4�&-O(A� �3]��3
��O��� ��-O!"�'PQ�4�3
�����PL�p��-�� ������
��&!"�%(,+(4��!"� ��#�-�V2�����3GH��
��p���'#�-O� ����(�!"���������&������($��
'��h:F����� �Z�kS��,��# / B�_E��-O�;��
���������� PL���\S�
�� �;�"�4���Y-O(4��#f�:G0;-O���X�3
���.�5�7�8,5 M|��(�#e��� / D ��KE-��'!"��
�
���� �X�%(�#���� �
�
��-8���\-.E�E�= 
32��A�
���V	)������-�� ��(�#p-O(p����
���-O!3F��O��
2� �Y������� �!3���O����#M% _E�4�?d��%-O��� �%(k�������'�Y�:#4���CK~'��X��!3��F�� �j���4�2#�-O� ?!"��()� �3
b��!3��(s�X�*���4�%F�]%�)�|��V6������d��%-O��� �%(s��
��:!"�����|��V-O()� ��(���-���G�h KAPj�4�3
��Zh'
��3��
���� ��()�������4�Q�i���3
���]��\#4��(���-��UG��V~�Y!3-�
�!3����!"��(A� �3
2�X�3
2F�(�-��Q��
����,BQ{ (p����
���-O!3F��O��
�KT����-O��&����(��'�������a�u� ��hAF���(�!"����V�!3-�
�!3�����a��V|
���#�-OF���5���
��� � �X�f���O��!"��#c-O(����4���T�O��(4�����/!"��(A� �3
�� j k lAj m l�o�o�oiKPQ-����/�gd��%-O��� �%(Z#�-O� � 
�-���F4��-��%( K,-CBm��BOK����4�\��
��������T-O�O-���Gk��V
p'!"��(A� �3
��������X����
�-O(4]2-O(���
����7r;-O�ts u�v4w ��r�hT� x �nptzOB<_E��-O�-O�&���O-���� �������W���4�r�X�3
�!"��()����]��r��V���
����Q!"�N���3
���#>�AG\#�-O��?:�-O�|5��Us u � w 9T� �3�'. _2���O��5�7�D�DNM�B_E�4�q�X�3
�!"�%�O����-��%(���
����T����� Vx��
����4��d��%-O��� �%(���������&�,#4����P6�������%������#>-O(k.~}XF4�3�|��(�#�=,-O#4��
���(�?���5�7�D)�NMW�C� �3�.102
�-O�'�&�3� ��5�7�D�7:K�=:��!"��-��%(w53o,B��:9 � �3��� � �3
f��(�#cnE�iG5�7�7�8NM����AGs!"�%(���-O#4�3
�-O(4]f-������>���O-O�'-��|��VR���4�a#�-O��!"
��3� �



Vardi: Prime Percolation 281

FIGURE 5.
� !��
���	!0� 	 ��! 	 ��!����3� !�)X���#���B���	�/� � ��� '�� =�1

��-�� �Z�X�3
�!"�%�O����-��%(e��
���������� / � / �*��-O(�!"�Z����-O�Y��
����������-O�*���4�p�����&�Z���Y#�
���PQ-O(�]�!3-�
�!3�����'��V2
b��#�-OF���� a / ��g��
��%F�(�#�����!b� �O��� ��-O!"���X�%-O(A�a��(�#�����?:-O(4] V���
Z��(^F�(,+�X�%F�(�#4��#fP6����?f�����%(4]p�i���3
��O�����T-O(4]�!3-�
�!3������B*{ ($.~}zF4�3���(�#^=,-O#4��
���(4?���5�7�D)�NM�-��'P6���a���4�NPQ($�������'���4��!"�%(,+��-O(AF��%F��/��
����T����� �����/�X�3
�!"�%�O����-��%( ����-O()� ��(���-���G hH�bKPQ�4�3
��$�}5 � ���"� / � �
���
� m � � D s u3w�� B { �ZV��%�O���iPQ�f�������
h � a �O-O�p� / ��g%� m � � � / �bB _E�4� �"�4��!"�f�����OF4� ��VSh � -O�F�(4?,(4�iPj(zK~���4�%F4]%�$-��&-O�&�X���O-��3����# � �s�X�Z���X�%F4�&o�o��)��C� �3��. _2����(&��(�#S}�PL��(�[3PQ-�]Y5�7%@�@A94�2�%����5�7%@�gNM��bBr_E�4��X��� �R��
��N�J�����������%F�(�#��6��
���o�o 5i@NIS��h8�f�$o�o DJI���. _2���O�5�7�D)�NM�B
`L�%(A��-O(AF�F�� ���3
b!"�%�O����-��%(Z-O�6�X���O-��3����#a� �&������-O� V�GY���4������&����
����X�3
���-����f���p���4� ��
�#�-O(���
�G^�O��� ��-O!"� ��
����������.102
�-O�'�&�3� �*5�7�D�7:9 � �3��� � �3
>��(�#snQ�iGu5�7�7�8NM�B��4��
��"�A+���&������K�-��2-O�R?,(4�iPQ(p�������Q-�VPh��ih8�bK����4��(/PQ-����p��
����4+����-O�O-���G �%(4��K����4�3
�� -O�f�$F�(�-Oh:F4� -O(,ST(�-�� ��!"�%(�(4��!"� ��#!"�%�&�X�%(4��(A�3BZ��F�
����4�3
��Y��
���K�-O(u.~}XF4�3����(�#�=4-O#4��
���(4?��5�7�D)�NM~-��QP6���j�����iPQ(p�������2-�V#h��6-O�j���4�����'���O����� �Q�����OF4�Vx��
�Pj��-O!������4�6�"�,�X��!"� ��#&��-�[3�R��VT!3�OF�� � �3
���-O��-O(,ST(�-�� �LV���


h � h���K�������(^h�� a hH�bB?d���(�
��%� �Z. d���(4
��%� �a5�7�7,5 M���������O� �Z���4�NPQ(f�������\V���
|�O��
�]��&-O()� ��(���-���-����3K�-CBm��BOKRh D ��K���4�E��
���������-O�O-���G*�������r�|#�-O��?�-O�r-O� �%�O��� ��#zK,]%-�����('�������r-���O-�����-O(s�/ST(�-�� �Y!3�OF���� �3
�K�������
��%��!��4���'5�B�d���(4
��%���Y��������O� �;���4�iPj(������������4�6!3�OF�� � �3
<#4��(���-��UG|��
?%}Vx
��3�L��(4�3
�]�G�'#4�"ST(4��#a�:G

	 � h�� a h
�F
x ��k d~
�
��
�&�Co)��� a p��

p l

PQ�4�3
����&�Co)�6-O�E���4��!3�OF�� � �3
2!"�%()����-O(�-O(4]Y[3�3
��k-O�E�&!"�%(,+��-O(:F4�%F��EVCF�(�!"��-��%(p��VPhzBr{U�Q-O�j���O� �Y�X���O-��3����#��������Q!"�%(,+��-O(:F�F�� ��
���������-O�O-��UG&���4�%F��O#'������-O� V�G&���4�2�����&�2!"�%(�( ��! +��F4
����A��
����X�3
���-����������O��� ��-O!"�R��
����������'�3Ki��Bm]4BOK%�����������4�3
�����4�%F��O#k(����L�X�;��(a-O(,ST(�-�� �;!3�OF�� � �3
RPQ����(�h a h � �C-CBm��BOK���4�r���3
b!"�%�O����-��%(���
���������-O�O-��UG|-O�W!"�%(A��-O(AF4�%F��b�bK%��(�#\�����������h(D h � K,�X�iPL�3
E�O��PQ�6�����%F��O#a�4�%�O#q�C� �3�&.102
�-O�Y�Y�3� �5�7�D�7NME.1=:����F,�X�3
Q��(�#Z
2����
��%(AGf5�7�7JI�M��bB

4. A RANDOM MODEL OF GAUSSIAN PRIMES{}($��(�������]�G � �c`L
����M��3
:�1�Y�&�,#4���6��V;��
�-O�&�/(:F��>�X�3
��� .~`L
����M��3
 5�7)�%@iM�9Y� �3� ���O� � . nj-���� ���Y5�7�D)�NM��bK��%(4� !3��(!"�%(�� � 
bF�!"�*�f�Y�:#����~��V20;��F�����-O��( ��
�-O�Y�����:G�!"�%(���-O#4+�3
�-O(4]a����!b�s�O��� ��-O!"�&�X�%-O()�$����� m PQ-����q� �8��� 5>� �/�X�
%}���X��(.'2PQ-�������
����T����-O�O-���G�g �,��!|����]7� �8�m�6�C� �\�2(��%(4���X��(�O��� ��-O!"� ���%-O(A�/PQ-O�O�;�X� % !3���%� ��#.')�bB �2��-O(4] �����q�"�,��!"������Y�r��
�]%F��Y��()�����t`6
����M��3
�KJ�%(4�r!3��(�ST(�#\���4�r����G:�Y�4+� ����-O!3�/��V\���4���O��
�]���� �a�"�,�X��!"� ��# %}]%���8' ��V�0;��F�����-O��(��
�-O�Y����*
Proposition 4.1. � 2:��� ��"z� �F2$��132$�A	 J���E�5 ��@$��1�2 ��	)��W�2�5��
���V�Q5:24J J��\5 ��	)�ZJ)�65�� 	�-8�F2 	 �D=&�Q5�� " @F�A��= ��132��)�F�VW)��- B� 1�2�- K �t����1?
8�A���4	����\�������g�)-�2 K��O-O�$��F4� � ��"X�A������]]" a 5�B
Proof. (a)

�O-O�$��F�� � ��"X�A������]]"�t 5�B�& �3���T� 5&�X�Y�!"�%(�� ����(A�3K~��(�# !"�%(���-O#4�3
>���X�%F4������!b� ����!b�H0;��F�����-O��(-O(A� �3]��3
T�pPj�4�3
�� � �8�t� 5�K~��#�-O��?q��VR
���#�-OF���������]7� �H� B
�4��
�����!���� � o/��(�#q��F �'!3-���()����G��O��
�]����4K ����!�� ��F�!��#�-O� ? !"�%()����-O(��*����������� �Z�}5 �����y!�� m ����] m � �H�<0;��F�����-O��(-O(A� �3]��3
��3K�� �����4�j��
���������-O�O-��UG*�������L��F�!��k��#�-O��?&�����r(�����X��(/�X�%-O()���Q-O�Q���Q�Y�%� �

� 5 � g
!\����]��� ����������]7� �H���� � �

k u! <� �Q� �#" \%$ � U & U

' � 5 � g
!\����]7� �8� � � k u! <� �Q� � " \($�� U & U

' � �H� u m � k u) <� � � o
�j�iPH��F��'�Y-O(4]Q�i���3
~���O�4��F�!b�&0;��F�����-O��(�-O(A� �3]��3
���]%-��������(pF����X�3
L�X�%F�(�#

F
U &(U * k

� �8� u m � k u) <� � � l



282 Experimental Mathematics, Vol. 7 (1998), No. 3

Pj��-O!��>!"�%()���3
�]�����Vx��
<��(AG��Z� 5�K%F4�X�%(�!b�4�A�%��-O(4]2���Y���O���(��%F4]%� �%B&_E����dL��
���� � `R��()� ���O�O- & ���'�Y�Y���4�iPQ�|������������\��
���������-O�O-��UG'��V�-O(,ST(�-�� ����Gk�Y��(AG'��F�!��/#�-O� ?,�6�X��-O(4]!3���%����#p-O�E[3�3
��4B
(b)

�O-O�$��F4� � ��"X�A������]]")/�5�B & �3� ��� 5�K���(�#kV���
R����!��0\��F�����-O��(e-O()� �3]��3
��qPQ-���� � �H� � 5�KR!"�%(���-O#4�3
k�s#�-O� ?��VR
b��#�-OF����T����]$� �H�W!"��()� �3
���# ���g������] m � �H� Bf
j�>-O( ���4���
��3�:-��%F��&����
��3KR-��&V��%�O���iPj�'�������&Vx��
k��()G�� �yo���(�#��F8�'!3-���(A����G'�O��
�]���� �H� K,����!b�Z#�-O� ?Y�����L�>��
���������-O�O-���Gk���
���������5,c� �H��u m � k %  <� � � ��V6�X��-O(4]p!3���%����#zK<PQ�4�3
�� ,�-O�>��(���T� �%�OF4� ��!"�%(�� ����(A�3B � ��
��3�i���3
iK2���O�j��V\���4��� �f�3����()�����
���-O(�#4�3�X��(�#4��(A�3K4� �&���4�\VC��!"�Q�������E���4�|� �3
�-����

F
U & U * k

� �H� u m � k %  <� � � ����] � � �H�
#�-����3
�]����fVx��
f��F8�'!3-���(A����G ���'���O� �u��(�# ��(AGcS��,��# ���
��i�����Q���4�|
�����F����3B G
Remark.

`6������
���G�KXd�
����X�%��-���-��%(�I4B 5E!3��(��X�6]���(4�3
����O-�[3��#� �Y�����4�3
>�C(4�%(�!3-�
�!3F��O��
 �6#��%�Y��-O(��3B
_Q�4��]���(4�3
���������-O���%� �����AG���VL����-O�\�����X�3
\������#���� �/���4�V��%�O���iPj-O(4]'!"�%(�(}��!"��F4
��)*
Conjecture 4.1. � 2�� � T ��"X� �
2���1�2?��	 J)�\E�5���@���1�2Z�V	���W�2�5��

��F��=T2;@��42
2,J��\5 �T��@ J��\5�� 	�-��F20	)�P=g��5�� " @����)= ��1�2,�����\>
W �\- B�� 132�- �O-O�$��F�� � T ��"X�A������]]" a 5�B
_Q�4�Q�X��� �r
�����F����L-O(Y����-O�L#�-�
���!"��-��%(a-O�L#�F4�j� �g`L�%�����'��(.�5�7�7�oJM�K2PQ�4� �����'���4�iPQ(e������� � T ��"X� a '  ��" � � k<m %  �V���
*��()G�� ��o,B & �NPr�3
*�X�%F�(�#��|��VQnj��(4?,-O(��UGA�X�a�%(�����|��-�[3�\��V���
�-O�&�2Vx
��3�2
��3]%-��%(��E���4�%F��O#a���2��������-O(����T���F���-O(4]Y�Y�3���4�:#��EV���
Q
�����-��%(�������
b-O�&���39����3�k.10;F4Gs5�7�7JI4K
;DNM�B


j��-O(s���4�*S�(�����
����'��
�?:�|��Vj=:��!"��-��%(U�:K��%(4�Y!"�%F��O#!"�%()( ��!"��F4
��E��������P6����?:����V���-�[3��� � ����]?� �8�������%(4]>0;��F��}+��-O��(e��
�-O�&���'���4�%F��O#�������-O� V�G$���O�2���4�f��
����X�3
���-������C-O(,+!3�OF�#�-O(4]u!"�%(�( ��!"��F�
����2�%(4���b�YVx��
/!"�%(A��-O(AF�F�� �X�3
�!"�%�O�J+��-��%( B�{ (*� �%�Y�E!3��� ���r����-O��
���h:F�-�
����r(4��
��Y���O-�[�����-��%( 9AV���
�"�4���&�T����K��%(4�Z#4�"S�(4�������4�Z(4��
��'���O-�[3��#H!3�OF�� � �3
'#4��(,+��-���G�K&��
 %}V�
��3� ��(4�3
�]�G�',K&��V'���4�H� � �3�`��-�[3�H���s�Y�%� �
/ � ����]7� �H�,���

	 T � / � a �O-O�> �D�
) �jF����X�3
R��V<!3�OF�� � �3
��Q��V�0\��F�����-O��(��
�-O�Y���R-O(Z�&!3-�
�!3���|��V<
���#�-OF��]" +

gQ" � 
 / v ����]f" � o

`L�%(�(}��!"��F4
����O��G�KA����-O�~���4�%F��O#���hAF��������4�E!3�OF�� � �3
L#4��(���-��UG��VE���4�k���4��d��%-O��� �%( �������u��VQ-O(A� ��(���-���G h ab/ m �,� g�!W�bK-CBm��BOK 	 T � / � a 	 � / m �,� g�!W� �bK�Pj�4�3
�� 	 � h��2P6���\#4�"ST(4��#-O(�=:��!"��-��%(G�:B
�j��� �r�����������4�r
���(�#4�%� �&�,#4���%-O������?���(>� �j�X���QS�
�� ���
�#4�3
*������
����4-O�Y����-��%( ��Vj���4�a���������,-���
&��V;0;��F�����-O��(��
�-O�Y���3B�
�Bt_j-O�O#4�3��
���(�# ��(�#M_�B � ��-��3
p.�5�7�D�7NM�K6��(�#
�BE02
���(A�,-O�O��� .�5�7�7)���,9'5�7�7)�J�4M�K2�����������4�iPj($�������/-O(� �%�&�\!3��� ���Q
�����-��%(����z��
�-O�&���L�"�4��-���-��R�X�������,-���
QPj��-O!��-O�;#�-����3
���()�2Vx
��%� ���4�>�%(4�>��
���#�-O!"� ��#��:GZ���4�>
���(�#4�%��&�,#4���CB

5. PROOF OF THEOREM 1.1_E�4�;-O#4������VW�����2��
��A��V�-O�6�������6���4�;���3
b!"�%�O����-��%(/��
����4+������V���
Q���4��
���(�#4�%� �&�,#4���z��V�0;��F�����-O��(Z��
�-O�Y���E���4+��
��i�,-O�'��� �������4�Cd��%-O��� �%( �������H�Y�:#����CB _��s� �3�/����-O�3K!"�%(���-O#4�3
Q���4���Y���
� 7 ���A� a ��� 
 5 � ����]7� �H� � l

Vx��
�� �H�$� 5�B _E��-O�k�Y���c(4��
��Y���O-�[3���k���4��0;��F�����-O��(��
�-O�Y�s#�-O� � 
�-���F���-��%( -O( ���4� � ��(�� ���������3K�F�(�#4�3
/����-O��Y��� KR�������O��� ��-O!"�����%-O(A���k�������/�����X����
aPQ-�������
������J+��-O�O-���G g �,��!|����]$� �H�m�bKr������
��%��!�� � d��%-O��� �%(H��
��,!"�����>��V-O()� ��(���-���GGh a g 5 m �Q!<BZ��F4
����4�3
��&��
���K�����-O�2�Y���f� ��(�#����#�-O� ?&PQ-����a!"��(A� �3
�����(�#k
���#�-OF�� 5 � ����]$� �H�)� �*�>#�-O� ?PQ-����>!"��()� �3
P��� 
 5 � ����]7� �H� � ��(�#�
���#�-OF��r56-O(����4�6� ��(�� ��������
� 7 ���Z� 5 � ����]?� �H�4s����"� a �

5 � ����]7� �H� �cs	�
�

� �*!"�%�J� " ����
�]]�)�
g�� �H� ����]$� �H� � ' � 5

� �H� � ����]$� �H� � o

=,-O(�!"�Q!"�%(A��-O(:F�F�� ���3
b!"�%�O����-��%(Y�,!3!3F4
��L���]h a h � KA����-O�]%-������&g 5 m � �Q! a hH�\��
 5Q� a � !YhH�A��g,Bf_E��-O�|��
���#�-O!"����������R���4�\
���(�#4�%����
�-O�Y�2�Y�:#��������4�%F��O#/���i������(Z-O(,S�+(�-�� �'!"�%(�(4��!"� ��# !"�%�Y�X�%(4��()����V6#�-O� ?:��Vx��
�� a / ��g^�� !Yh8����g4B<=,-O(�!"�����4�~�i���3
b�O������-O(4];#�-O� ?2��
�����������!"��
�
��"+� �X�%(�#��W� �2P6����?,����V�����(4]����>���4�6#�-O���&�3� �3
<��V����4�R#�-O��?:�3K����-O��-O�Y���O-����|��������V���
 / � v g�!YhH�bK����4�3
��k���4�%F��O#������(aF�()�X�%F�(�#4��#&P6����?Y��VW��� �3�Z��-�[3�\���6�Y�%� � / � ����]7� �H��B
� h:F�-���������()����G�K����4���'����� 7 ���)� a 5 � ����]7� �H�A�'-O�E���4�

% -O()���3
b� �:'k��V � 7 ���)�Q��(�#f����?����\�'!3-�
b!3���>Pj-����f!"��(A� �3
 �



Vardi: Prime Percolation 283

��(�#*
���#�-OF��Q5Q� ���|!3-�
�!3���2PQ-����'!"��()� �3
 5 � ����]?� �H�A����(�#

���#�-OF�� 5 � ����]?� �H��B�_E���6�'��� � 7 ���A�<-O(�!"
������ ������
��������:G�QVC��!"� ��
���VE5 m ����]7� �H�N����!3��(>�X�r���3��(�V�
��%�����4�LVx��
���F��O�
� 7 ���.���J� a 5n� � ����]$� �H�V� 5#� � ����]?� �H�V�#' � 5� ����]$� �H� � l

PQ�4�3
�� �E-O�<�;!"�%�&�����"�>(AF��>�X�3
���V������ �%�OF4� �R�����OF4�;t 5�B_W�'���4� d��%-O��� �%(f��
��:!"�����Q��V�-O()� ��(���-���GGh�PQ-O�O� ��������� ��+!3-O��� ��# �p��
���������-O�O-��UG #�-O� � 
b-���F4��-��%( �%( �����/0;��F�����-O��(-O()� �3]��3
b�r����
��%F4]%�'���4�j�'���S� �D � 5n� � ����]7� �H� ��K,PQ�4�3
��
�\"��c� ?�� a �\"��D�q��� ?��Z���\"��&-O�;���4��]�
������ ��� ��-O(A� �3]��3
�������L������(k��
6��hAF�����"z�~��(�#a�*0;��F�����-O��(k-O(A� �3]��3
Zr �^�F�-O�r!"�%(���-O#4�3
���#U%}���X��(.'�-�V �����3
��j-O�L���X�%-O(A����V �����Zd��%-O�}+� �%(Z��
��:!"�����E�������Q�'�����R� �k-��3B]��
��%� ���������X�i����KX-��j-O�� �3��(*�������������R��
���������-O�O-��UG������������4�20;��F�����-O��(&-O(A� �3]��3

�*-O�E���X��(/-O�

h5 m ����]$� �H� � ' � 5
����] 6 � m � �H� � o

_W�a��
��i�������4��
�����F����3Kz�%(��>�����;� �/�����iP �������;V���
 5��� !Yh8����g:KzPj-����p��
���������-O�O-���G��%(4��Kz���4�3
���-O�;��(�-O(,ST(�-�� �
!"�%(�(4��!"� ��#/!"�%�Y���%(���()�L�AG'� � �3�Z��-�[3� 5 � ����]?� �H�:-O(k���4�
���(�#4�%� �&�,#4���Q��V�0;��F�����-O��(���
�-O�&����KE��(�#��������'V���
5$� � !Yh � ��g,K%Pj-�������
���������-O�O-��UG��%(���K%���4�3
��E-O��(4�\��F�!��-O(,ST(�-�� �|!"�%�Y�X�%(4��()�3B
(a)


2����F��Y� 5q� � !Yh8�A��g:B &W�3��h a g 5 m �Q!<KE���4��(
h � hH�����s���4�3
��f-O�Y�Uh�kY��F�!��$������� h � h�k�� hH���(�#u!"�%(���-O#4�3
*����� d��%-O�����%(u�������H�&�,#4���r��Vj-O(A� ��(���-���G
h k Bk=,-O(�!"��h k � h � ���4�3
��*�"�4-O� ������( -O(,ST(�-�� �&!"�%�Y����+(4��(A�'��V>#�-O� ?,�'��V�
���#�-OF��k�%(4��B &W�3�:5Qk a � !Yh�k
��g,K��(�# !"�%(���-O#4�3
f���4� �'��� � 7 1 �%( ���4� #�-O� ?,����(�# ���4���
��������T-O�O-���G #�-O� � 
�-��TF4��-��%( �%(H�����f0;��F�����-O��($-O(A� �3]��3
��]���(4�3
���� ��#^�:G�� �D � 5�k4� � ����]7� �8� ��B dLGe���4�s���X�i���#�-O��!3F�����-��%(s-���-O��� �3��(s�����������4�Y#�-O��?:�\��V6���4��d��%-O��� �%(�&�,#4���4PQ-O�O�T�������;
���#�-OF������ G,�&��� ����-O!E� � 5Qk � ����]7� �8�����
!"��()� �3
�� 5�k � ����]?� �H� ��K�� ���������*-�VQ�UPr�s#�-O��?:��-O(A� �3
�� ��!"�-O(a���4� d��%-O��� �%(p�&�,#4���CK4���4��(a���4�3Ga��
������Q#�-O� ����(�!"�|����&�%� �rv g �
	,�}5i��PQ�4��(��Y��������#�� �\���4�R
���(�#4�%� ��
�-O�Y��&�,#4���CB<_E�4�3
��3V���
��R
��3���O��!3-O(�]|����!��'��F�!��Y#�-O� ?>PQ-����*
��J+#�-OF�� 5 � ����]?� �H�z����� 5Qk
� � ����]$� �H� �*PQ-O�O����
��,#�F�!"�*#�-O��?:�PQ��-O!b��#4�"ST(�-�� ����Gf�N���3
��O���u-�VL�����3Gq�i���3
��O�����X��# -O(s���4�
d��%-O��� �%(e�������e�Y�:#4������Vx��
k�O��
�]��c� �8�m�bB 
j�O� �4KQ�AGu���4�

���X�i����Kr���4�a��
���������-O�O-��UG���VZ�f�X��-O(4]f���X��(u-O�>����G:�Y�4+� ����-O!�� �
h8�,�65 m k ����]7� �H�m�53 5 m �,�65 m k ����]$� �H�m�f��g �,��!�����]?� �8�m�

V���
��O��
�]��L��(4�%F4]%��� �H� K�� �j����-O��-O�Y���O-���� �������3KJPj-�������
����4+����-O�O-��UGs�%(4��K<���4�3
��k-O����( -O(,ST(�-�� �Y!"�%(�(4��!"� ��#u!"�%�&�X��+(4��(A�Q-O(/���4��0;��F�����-O��(Z��
�-O�&�\�Y�:#4���CB
(b)


2����F��&��5�� � !YhH�A��g,K6��(�# ������F��&�a�������&PQ-������
����T����-O�O-���G'�%(4�;���4�3
��\-O�6��(/-O(,ST(�-�� �;!"�%(�(4��!"� ��#/!"�%�&+�X�%(4��(A�p-O( ���4�u0;��F�����-O��( ��
�-O�Y���Y�:#����;Vx��
Z����-O� 5)B& �3� 5T� 5�k?� � !Yh8�A��g,B `L�%(���-O#4�3
;���4�0d��%-O��� �%(���������&�,#4���T��V�-O(A� ��(���-��UG�h�k a g 5 m k �Q!^��h8��B~_Q��-O�6#4�A���R(�����"�4��-���-����X�3
�!"�%�O����-��%( K:�TF4�~���4�20\��F�����-O��('��
�-O�Y�E�&�,#4���#4�:����V���
�� � �3�Y��-�[3�B5Qk � ����]7� �H����-O(�!"� 5�k]� 5%B�_E�4�R�'���
� 7 ���)�j����?����|!3-�
b!3�����\��V�
���#�-OF��2
���#�-OF�� 5�k � ����]7� �H��-O()� �!3-�
�!3�����2��V�
���#�-OF�� 5�k
�250� 5�� �'�������Q������� �>-O(A� �3
�� ��!"�;-�V
��(�#��%(���G|-�V4���4�L!3-�
�!3�����<��V4
���#�-OF�� 5Qk � ����]?� �8��-O(A� �3
�� ��!"�3B=,-O(�!"�\�����\��
���������-O�O-��UGk#�-O� � 
�-���F4��-��%(a�%(a������0;��F�����-O��(��
�-O�Y�\�&�,#4����
�����F�����-O(4]*V�
��%�����4�|�'��� � 7 1 -O�E����G:�Y�4+� ����-O! � ��g 5 m k �,�65 m !\����]7� �8�m�c� g �,��!�����]?� �8�m�/V���
���F �&+!3-���(A����GY�O��
�]��0� �8� KA����-O�r]%-������L��!"�%(A� 
���#�-O!"��-��%(zK,��
��N�:-O(�]���4�|�����3��
����ZB G

6. WALKS RELATIVELY PRIME TO AN INTEGER_E�4�RP6����?,��!"�%(���-O#��3
���#&�4�3
��E��
��R��Vz0;��F�����-O��(Y-O(A� �3]��3
��
����O����-�������Gu��
�-O�Y�Y� �q��]%-�����(FN�K�Pj��-O!�� 
���#�F�!"���������h:F4��� ��-��%(u��VE-O(,ST(�-�� �k!"�%�Y���%(���()����� ���"�4���Y-O(�-O(4]������ST(�-�� �\� �3�6��V�0\��F�����-O��(/-O(A� �3]��3
��R�&�,#�F���� N�B H\(4�2!3��(����-O(4?;��V4-O(A� �3]��3
����Y�:#�F����-N ���W����-O(�]Q-O(|�RVCF�(�#����Y��(,+�����z#4�%�'��-O(f. o�l2N ��5 M 1�. o�lEN ��5 M�K�-CBm��BOK��>��-�]>��hAF���
���B_E�4�k-O()� �3]��3
b��
����O����-�������G���
�-O�Y�*� � N -O( ����-O����hAF���
�����i���/
�� � ��!"��-��%(H� G,�Y�Y�3� 
�-�����]���(4�3
���� ��#u�:G���rHl
�"� �D� �ZrHl
�3�a��(�#w��rHl
�"� �D ���nl
r,�bK\!"��
�
���� �X�%(�#�-O(�] � �H
��"+
� ��!"��-��%(c���4�����3
���-O!3���\�O-O(4��" a NT��g ��(�#e
�� � ��!"��-��%(���X�%F4�E���4��I��&#4�3]�
��3���O-O(4�$" a ?TBL{6PQ-O�O�W���O� �k������F��Y�������� N -O�2�3����(q� �k�������2���4�3
��*-O�;��(p�"�,� 
��k
�� � ��!"��-��%(���X�%F4�Z���4� �O-O(4�K"K� ? a NT��gH]%-�����( �:Gc���4���'�����rHl
�"� �D �SNT��g ���nl NT��g ��r,�bBu_Q�4��� �a]���(4�3
���� ��5�8
�� � ��!"��-��%(��j�������j��
�����?aF��p���4��V�F�(�#����&��(A����� #4�%�'��-O(-O(A� �p5�8>� 
�-O��(4]%�����R����!b�/��V�PQ��-O!��a-O�E�>
�� � ��!"��-��%(/��V�-����



284 Experimental Mathematics, Vol. 7 (1998), No. 3

(���-�]%�)�X��
��|�����%(�]p��(s��#�( ��!"��()�>��-O#4��B&
 VCF�(�#����Y��()�����#��%�Y��-O(>Vx��
�������� �R
�� � ��!"��-��%(���!3��(����6]%-�����(*�:G������E� �3�
� �SNq� a�� ��rHl
�3�]*�r /��nl#r&t9NT��g�lfr7�M�2t NT��g�� o

���	��


FIGURE 6. � ��
����_���/!0�@� �G��������������� ��!���� ��! � 1
=,-O(�!"�������|V�F�(�#����&��(A����� ��h:F���
�����-O�����j���������O��(4���AG� 
b��(����O����-��%(��6�:Gf�SN�l�o)�r��(�#q�Co�l�N��bK������jV��%�O���iPQ-O(�]*
��"+��F������E��
���!3������
I*

Proposition 6.1.
� 1�2��A2^�65^	 �P	����M� �M��-:9;-H����� 	��V��-XW

BD	)EX5F5F��	�- �\-8�<2 WX2��
5 �42��V	)������2���� 
��F��=T2�� � N � @�	�-8J0��-.���
� @���1�2��A2c�65�	�
3	)��1 ��-35F��J�2M��132M���F��	�-XW �V2 � �SN�� ��1�	 �
� �)E3��1�2�5�	)�\� � 24JIWX2�5��A@ ��1�2,������	�-�W)�O2 B
Proposition 6.2. � @���132��42,�65$-��!�P	���� � �S�\-I9;-.�����S	��V��-XW
BD	)EX5F5F��	�- �\-8�<2 WX2��
5D�42��V	)������2�� �D
8�F��=T2�� � N�K ��1�2�-���1�2��A2
�\5 	�-GEI
�
32��,�
��E�-8J ��-^��1�2 ��	)��W�2�5��]�
�)-.-�24�I�<24J��F��=Z
���>
- 2�-H� K 5�� � ��-��:24�I��E��42 5�B g 1����VJQ5 B
Proposition 6.3.

� 1�2��42S�\5�	)��=&�Q5��7��-�2 �\-:9P-.���<2 �F��-.>
- 24�:�<2
J��F��=Z
���-�2�-H� ��@cBD	�E�5
5F��	�- �\-8�<2 WX2��
5 �42��V	)��� �)2����

��F��=T2,� � N�B
_Q�4�f(��"�:�ahAF���� ��-��%(^-O�/�4�iPyPL���O�;#�-����3
���()�ZgGP KjV���

P �,#�#zK��Y�:#4���X�X�3
�!"�%�O����-��%( Br{}(/]���(4�3
����CKT�%(4�������%F��O#�"�,�X��!"�E����-O�R� �'�4�%�O# *
Conjecture 6.1.

�
i
��� 2���� �SP � a �� � P �T" * R:�SP �X����"� / � v g%� 	�-8J ��1�2��42G�\5G	 �P	����U� �U��-:9;-.�������42��V	�>

��� �)2����7
8���\=T2,� � gGP�� �� B�� 132�-
�O-O�> ��� � �SP �

�� � P �&"�*�R:�SP �X�&� � � / � v g%��� �� a
o8o

�
ii
��� 2���� �SP � a �� � P �T" * RA�SP �X�&���3� / �)v g%� 	)-8J
��1�2��A2��\5S-8� �P	���� � ����-:9;-.�����K�42��V	)��� �)2���� 
8���\=T2�� �gGP�� �� B�� 1�2�-

�O-O�> �D� � �SP �
�� � N �T"�*�R:�SP �X�Y���3� / �)v g%��� �� a

o8o
�C�j��� �k����������� �3�u��-�[3� / !"��
�
���� �X�%(�#���� ��� � �3� ��-�[3�

/ �)v g*�����%(4]Y�:#�#f0;��F�����-O��(p-O()� �3]��3
���B �
_Q��-O� ������
��%��!��\
���#�F�!"��� �Eh:F4��� ��-��%(\��V4-O(,S�(�-�� ��PL����?,�� ���|ST(�-�� �Q��
����������ZKA��(�#Y-O('����
���-O!3F��O��
iKA�%(���G*�>��-O(4]%���

N (4�3��#��R� �'���\V��%F�(�#a� �'��
��N���0`L�%(�(}��!"��F4
��'5�B g:KT��(�#� �K`L�%(�(}��!"��F4
��q5�B 5q�C� ��`L�%(�(}��!"��F4
��/8:B 5/���O� �q-O�&���O-����
`L�%(�(}��!"��F4
��&5�B g%�bB_E��-O��]%-������~�\�Y�3���4�,#�V���
~!��4��!�?:-O(�],`L�%(�(}��!"��F4
��\5�B 5�*=,�4�NP �����������4�3
��k��
��/(4��F�(A�X�%F�(�#4��#qP6����?,����VQ� � �3���-�[3� / �:G$���4�NPQ-O(4] �������a���4�3
���-O�a(4��P6����?e�Y�:#�F����� �%�&�|�O��
�]��AN���V����NP�#4��(���-���G�B
2!3!"��
�#�-O(4]k� ��`6�%(�( ��!"��F�
���8:B 5�KX���4�����'���O����� �j�����OF4���V5N Pj��-O!��fPQ-O�O��Pr��
�?�-O�2���4�*���Y���O�������"N a gGP V���
PQ��-O!b� RA�SP �]�$���"� / �)v g)�bB�dLGa_E�4�3��
���� g:B 5�K

D �,� s < !\����]L����] Nq� �����b� / � v g)�&3^D�hH�A� / m l
� �|���4�Q�J���OF4�j��V]N -O����VX��
�#4�3
~�"�,� 
 �"�,��� / m �,� s	<�!Yh8� � � � B{ ( �����4�3
�PL��
�#��3K<���4�']�
��iPE��� ��V N -O��#4�%F�����Gq�"�:�X��+(4��(A��-O���CK,��(�#&���4�3
��3V���
��2� ��-O�r���4�j���X�i���;����]���
�-������pB<{U�Vx�%�O���NPQ�E�������Q����-O�E�Y�3���4�,#aPQ-O�O� (4���E�X�|!"�%�Y��F4������-��%(,+���O��GaVx������-��T���|�"�,!"�3���QV���
E���3
�Ga���Y���O�X�����OF4���E��V / B

7. WALKS OF STEP SIZE
v

2{�PQ-O�O�X-O�O�OF���� 
���� �\���4�\-O#4�����R��V����4�;��
��3�,-��%F��6� ��!"��-��%(p-O(���4�a!3��� �a��VEPL����?,����VQ����(4]���� v g4B�
2��(4��� ��#u���X�i����K��F�!b�YP6����?:�6!3��(k�X�j!"�%(���-O#4�3
���#k���rP6����?,�r�%('���4�2��
�#�-�+(���
�GZg � #�-O�Y��(���-��%(���� -O(A� �3]��3
\�O��� ��-O!"��KXPQ��-O!��������E�X�3
 +!"�%�O����-��%(����|� � �}5i� �`o�o���7s�C-O(qVC��!"�3K PQ-����q��
���������-O�O-��UG�%(4��K,���4�3
��\-O�R(4�>PL����?k���R���"�}5i����-����4�3
�. nQF���� �/5�7�D,5 M��bB
H;(4�Z�����%F��O# ���4�3
��3V���
����"�:�X��!"�Y�������&�X�3
�!"�%�O����-��%($V���
(AF����X�3
��Q
����O����-�������G���
�-O�Y��� �ZgGP K PQ�4�3
�� P -O�;�,#�#��(�#>��hAF���
��3Vx
��3��K%���4�%F��O#>�,!3!3F4
<PQ�4��( RA�SP ��-O�<������
��i�A+-O�Y��� ����Ga� � �}5i�bB{}( V���!"�3KR���3�8N a gGP a 5:��o a g 93� 9T5:�:KR���4��(
RA�SP � a o�o��JI��)��g)�fo�o�o�K PQ��-O!b�q-O�|�������\������(�o�o���7:BYdLG���4�E���X�i����K,!��4��!�?:-O(�]�� ��� �3�j-�V������3
��E-O����(&F�()�X�%F�(�#���#



Vardi: Prime Percolation 285

�������*
���#�F�!"���~� ��!b�4��!�?,-O(4]>� ��� �3�j-�V������3
��Q-O���|�������&-O(���4��� 
�-O��(4]%F��O��
\
��3]%-��%( � � 8)�%�j�������\� �%F�!b�4���\���O�<���4
��3���-O#4���3BH_��s� �3�Z����-O�*]�
�������-O!3���O��G�KR�%(��Z#4
���Pj�&�fST�O����##�-O� ?���Vz
���#�-OF��E5I�)v g���
��%F�(�#Y�3���3
�G'0;��F�����-O��('-O(A� �3]��3

����O����-�������G���
�-O�Y�r� �*5:��o a g,9��,9}5:�:K)��(�#�������(��:-O��F����O��G!��4��!�?:�'� � ���3�p-�V;���4�3
��p-O�'�s!"�%(�(4��!"� ��#�� �3�Y��V\#�-O��?:�� �%F�!���-O(4]Y���O�z���4
��3����-O#4���3B

%�' ;�' <0' =0' >�' � '
>
%�'
%(>
;�'
;�>
<�'

FIGURE 7.
� ,��B���K������! ��� 	�!0�������(� � ��� �8
����/���A��!

;��(>���%�<�!�)]�	���B
@������� � ;�1
=,-O(�!"�j(4����F�!b�&�������&�"�,-O� ����KA����-O����
��N���������4�jVx�%�O���NPR+-O(4]/
�����F����Y��PQ��-O!�����!"��F����O��GqVx�%�O���NPQ�|V�
��%� �/��� 
��%(4]��3

�����F����R��V~l%��
�#���(/��(�#Znj����F�(4]Z.�5�7%@�8NM�9X� �3�|�X�����iP;�bB

Theorem 7.1
.10;�3����(4�3
E��(�#Z=:����
�?�5�7�7%@iM�B�� 1�2��A2 �\5�-8�

E�-��4��E�-8JX24J!�P	�������@75��<2L
K�V2�-XW ��1 v g4B

2�j(4��� ��#����X�i����Kz����-O�2���4�iPQ�2�������$`L�%(�(}��!"��F4
��a5�B g-O�~� 
�F��EVx��
L� � �3�a��-�[3�|v g:K:� �������3
��Q-O�L��(YF4���X�3
��X�%F�(�#�%(s���4�a��-�[3�'��VE!"�%(�(4��!"� ��#u!"�%�&�X�%(4��(A���|��Vj0;��F�����-O��(��
�-O�Y����Pj-����*� � �3�Y��-�[3� v g;��(�#��%(4�E!3��(&��� ?>���4�Eh:F4���}+��-��%( *?%�{������L-O�����4�E�O��
�]������r!"�%(�(4��!"� ��#'!"�%�&�X�%(4��(A�<��V��
�-O�Y���;���������,!3!3F4
���-O(,ST(�-�� ����Gq��V�� ��(8|I' {}(s�����&��
�#�-�+(���
�Gp!3������KY_j��
b#4Gp��(�# &W-�� �����3PL�:�:#$. _2��
�#4G���(�# &W-��}+�����3Pr�:�,#f5�7�g�gNM��Y��#4�j���4� / � ��F��������6��
�-O�Y�Q!"�%(�(}��!"��F4
���������<��()G 	�J�=0�65F5F� ���O2�/ � ��F4�T���r��V�(:F��>�X�3
��3KJ-CBm��BOK���F4���������������#4��(4�������i���j�|!"�%(4]�
bF4��(�!"�Q���T� � 
�F�!"��-��%(f����Bm]4BOKXp�K

p � g:K p � I �����'��($����� � 
�F�!"��-��%(e�Y�:#q�%�bKj���4�%F��O#�:!3!3F�
6-O(4ST(�-�� ����G&��V�� ��(s�C� �3�&. nQ-���� ����5�7�D)�NM��bBE=:����(�������+]��%F�����G�K��%(4��!3��(����:��?ZV���
2��#��'-O����-�������!"�%(�(4��!"� ��#�� �3�����V�0;��F�����-O��(f-O(A� �3]��3
��3KX��(�#Z���4��!"�%(�( ��!"��F�
���PL�%F��O#p����������3K\-O(,ST(�-�� ����G���V�� ��(zK\����!�� ��V>������� �s� �3���p!"�%(���-O� ����%(���Gk��V~0\��F�����-O��(/��
�-O�&���3B

_E��-O�������Y�rh:F4��� ��-��%(>P6�����"�4���Y-O(���#��:G�l���
b#���(���(�#nQ���TF�(4]�.�5�7%@�8NMW�C� �3�6���O� �>. _j�%���X��(���(�#�l���
b#���(&5�7�8�DNM��bKPQ�4�'���4�iPL��#��������Q���4���O��
�]���� �;��#��Y-O����-������|!"�%(�(4��!"� ��#!"�%�&�X�%(4��(A�������r��-�[3�EI)D'�C(4��� �Q�������r����-O��-O�Y���O-����~_E���"+��
����y@AB 5i�bB
Theorem 7.2

.ml���
�#���(>��(�#>nQ����F�(4]�5�7%@�8NM�B5� 132 �V	���WX2�5��
	 J�=0�\5
5������V2 v g >��F��-.-�2
�:�<2
Jg�
��=Z
���- 2�-H� 1�	�5D5F�ONI2 I)D:B

� ��\5 ��1�2��A2�5FE����f��@ �A2�=g���I��-XW���-�2 , 	�-�J���-�2 A ��- + �VW)>E��A2 D ��- 5�E.��1M	��P	�����1�	 � ��1�2��
��=Z
��)-�2�-H�,�42�=&	���-35
�
�)-.-�24�I�<24J B

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �
�

�
�

�

�

�

�

�

�

FIGURE 8.
� ,�� �
����.����	� �������
����� 	 �/���B!��������_��������!0��
�!0���B�#����1

{rPQ-O�O��]%-����|�>��
b-��3VW#4����!"
�-�����-��%(a��V ���4�;��
��:��Vz��VW����-O�
�����F����3Kj��-O(�!"�f����-O�a-O�a(4���a��
��N�:-O#4��#�-O( .ml���
�#���(���(�#nQ���TF�(4]�5�7%@�8NM *�
u(4��!"��������
�G|��(�#���F �'!3-���()��!"�%(�#�-���-��%(V���
~�2���3��� �;�X�6��#��Y-O����-������L-O�<��������V���
<�3���3
�G&0;��F�����-O��(��
�-O�Y�f�Z���4�3
���-O�E��
�����-O#�F4�\!3�O�����j(4���R
��3��
�������()� ��#/�:G���4�E� �3�3B�_E��-O���&����(������������%(4�R�%(���G>�����<� �|!b�4��!�?�����-O�V���
�!"�%�&�T���"����
�-O�&���;��VR(4��
�� �������|������(s��
���h:F������ ����4�R��-�[3�R��V������6���3�3K)��(�#>Vx��
<��
b-O�&������V����4�6V���
�� I / ����������Q������(/���4����hAF���
��\
��A���Q��V����4����-�[3�|��V<���4�|� �3�3B
2(sF4���X�3
2�X�%F�(�#fVx��
\�����&(AF��>�X�3
2��Vr�������Y��()���|-O(����-O��� �3�W-O� ��
��i�,-O#4��#\�:Gj�����~��
��:��VA��V,���4�~_Q�4�3��
���� @AB 5�B{}(�� �X��!"��-��%(u��VQ���4�/#�-O��]�
b��� ���4�NPQ�������������4�Z�O��
�]���� �!"�%(�(4��!"� ��# !"�%�&�X�%(4��(A�\����� ��D�op�������&��(A���3B8H;(4�&!3��(#4�f�X�3� � �3
>�:G����:��?:-O(�]f���*(:F��>���3
b�\��
�-O�Y�Y� �^��7�o ag 9
� 9
� 9�5:�:K���(�#k����-O�r]%-������R�>�O��
�]���� �R!"�%(�(4��!"� ��#/!"�%�&+�X�%(4��(A�E��V���-�[3�>@:5�B
�<-�]%F4
��\7\]%-������6
b-O� �Q� �g��o%8�!"�%(�(4��!"� ��#a!"�%�&�X�%(4��(A�����V ��-�[3���j5E� �>g,5Q-O(�!3�OF���-�����K,��(�#'g)�:K4g%@AK4g�D:K,g�7:K3��g:K��%@AK



286 Experimental Mathematics, Vol. 7 (1998), No. 3

>�' %�'0' % >�'

;�'

=#'

� '
� '

%�'0'

FIGURE 9. � ��� ��� ���3�
����������� � 
�����������!K;���< ��>��0%�<�1
��o,K �,5�KX@:5�BR_E�4�\�%(���Gk�%(����E�������2(4�3��#Z� �&�X�|!b�4��!�?���#��
��|���4�%� �|��V<��-�[3����o�l
�,5�lb@:5�B_E�4��!"�%�Y���%(���()�z��V���-�[3�]��oQ-O�W]%-�����(>-O(��<-�]%F4
��rDQ��(�#!"�%(A����-O(��R7)�R��D�DQ�r��(�#p53o�ot� 53o)@n��Br{ ���%(���G&��������
����4+�����'�3K~-CBm��BOK�
��3������� ��#u�����OF4���3KL�&�,#�F�����g�7:B 
2�>(���� ��#���X�N����K<-���!3��(s�X�&�Y��#4�&-O(A� ���p�Y�J�4-O�Y���<��#��Y-O����-���������3�R��V���-�[3�|I)D>�:GY
����&�i�,-O(4]*�*!3-�
�!3���|�O���X������# ,���(�#/�!3-�
b!3���&�O����������# A -O(���F�!��q�kP6��Gf���;� �/?��3�3�q���4����-O! +��F�
��R!"�%(�(4��!"� ��#zB~_E��-O�<
�����F�������-O(&8;#�-��X�3
���(A�~�Y�J�4-O�Y�����#��Y-O����-��T���;���3���3K�F4�Z� �'� G:�'�&�3� 
�G�B_E�4�*(4�"�,��!3��� �Y-O�\�����&!"�%�&�X�%(4��(A�2��V6��-�[3���,5Y!"�%(,+����-O(�-O(4]\@Jo.��g)�Q�W��(�#>7%@��k5�DQ��K:���4�iPj(�-O(,��-�]%F�
��253o,B<{ ��T����� ���Q���O� � ��� ���Q�"�4!"�3���2�&�,#�F����/5i@ABL_��Y��(�����G:[3�>����-O�!3������K��UPr�Z]�
b�������|��
��*]���(��3
���� ��#zK��%(4�&V���
|I7���j��(�#I �T��KA
���� �X��!"��-�������G�K:Pj-����*���4�Q(:F��>�X�3
��65�l�o�o�oIl�5i@AK:
��3�4+
���� ��()��-O(�]>�����>5i@|�X�%����-������2�J���OF����L�Y�:#�F����|I
8G��B H;(4������\� �p
����Y�i���&�������Y��()����� �p���������a�%(4�Y
�����-O#�F4�&!3�O�����

Vx
��3��KJ��(�#�-���-O��� �3��(|�����������4�r�'�J�,-O�'����!"�%(�(4��!"� ��#>��F4�4+� �3�>��������Pr��
�?,��-O�>� ��
����Y�i���a���4�k�������&��(A�����Y��
�?���#
%35"I '\-O(������r� ���*]�
����T����(�#����4�6�������&��(A���<�Y��
�?���#G%4��'-O(&���4�2�X��� � �%�`]�
b�����zKA�����i�:-O(�]��>�Y�J�4-O�Y���4!"�%(�(4��!"� ��#!"�%�&�X�%(4��(A�*��V|��-�[3�pI��:B nQ���&�N�:-O(4] %35"I ' ��(�# %35i@Q'-O(k���4�;����� � �%� ]�
����T�'G,-����O#/�Y�J�4-O�Y���T!"�%�&�X�%(4��(A���L��V��-�[3��I)g'��(�#���(�#ZI�5�K�
���� �X��!"��-�������G�B"H;(���!3��(����O���Y]��3��Y�J�4-O�Y���X!"�%�&�X�%(4��(A���6��V���-�[3����7:B_E�4�rST(����:!3��� �R-O�<���4�R!"�%�&�X�%(4��(A����V�����(4]����Y@:5R!"�%(,+����-O(�-O(4]^�)�08^g�gQ��96� �3� �<-�]%F4
���5�5�B�_Q��-O��!"�%�Y�X�%(4��()����O� ��������� ���6�3���3
�GY� ��� �6�"�4!"�3���E�&�,#�F����k5i@AB~
j�R-O(k���4���
��3�,-��%F��6!3��� ��K4���4�;]�
������a-O�6]%-�����(/�Y�:#�F�����ID� �~��(�#I ����KA
���� �X��!"��-�������G�K:����!b�/(AF����X�3
�
��3��
���� ��(A��-O(4]>��#�-O�}+��-O(�!"�<
�����-O#�F��r!3�O�������Y�:#�F����QI 8g��B�
e!"�%�&��F�� �3
�� ����
b!�����4�NPQ�;�������|���4�&�O��
�]���� ����#��'-O����-������*!"�%(�(���!"� ��#s!"�%�*+�X�%(4��()����������-�[3�kI��:K<PQ��-O!b� -O����!���-��3����#u�:Gq#4�����3��-O(4]�X�%-O()���?%�g�'\-O(>���4�LI��0�W!3�����6��(�#G%}I '\-O(>���4�6I ��� !3��� ��B

�����

�

	



�
�
��

� �

���	

 � �

��� �
�

 ���

���
��	 �
	



�
���

��


��	

�

� �



���

�



�
	

�
�

��� ��� ��



�

�
�




��


� ����	
�

�





���
�

� �

���


�

� �
��� ���
��	 � �

��� 

� � ��


��	
� ���
� �
���

�
���

�

�

� �

��

	




��	

�
�
�
��

	

��	 � ��




�
���

� �

���




�

� � �
���

FIGURE 10. � ��) ����� !���
 !������0�&!�)�������� >�%���!G��� �/!�= ���C1 � �/.0,#����� !���
 !������#� !�)X������� >�% ��!G��� �/! = � �C1



Vardi: Prime Percolation 287

���

� �

���
��	

�

�

� �

�

�

�

	

���

�



���

���

���
��


�

���
� �

���




���
��	

� �


�

���

�

� �

���
� �

�
�

� �




�
�




��


�

�

���

���

�




���

	



��	
�

�

�

�
���

�
	

��




���
��


���
� �

���

� �

���

��	
�

�




���

���

�
�

���
� �

��





�

�




���

���

��

	

�

���
� �

	

��	
�
���

� �

���
��


���
��	
�

�

� �



�
���

�

� �

	

���

�
�

	




��	

���

�

� �

���

	

�

� �

���

	



��	

���






���
�

�

��	
�
���

���
��

	

� �

���

��	
�

�

�

FIGURE 11. � ��) ��� � !���
 !������0� !�) ������� � %@��!���� ��!= ���C1 � �/.0,#����� !���
 !������#� !�)���� �B� � %���!���� ��!"= � �C1
Remark.

l%��
�#���(k��(�#anQ����F�(�]�!"�%(�(}��!"��F4
���#a�������6��F�!b�!"�%(�(4��!"� ��#f� �3���j��Vr0;��F�����-O��(p��
�-O�Y���R�:!3!3F�
j-O(,ST(�-�� ����G��Vx� ��( B �4�%�O���NPQ-O(4]$_2��
�#4G|��(�# &W-�� �����3PL�A�,#Z. _2��
�#4G|��(�#&W-�� �����3PL�A�,#$5�7�g�gNM�K��%(4�&!3��(qVCF4
������3
|!"�%(�( ��!"��F�
��&�������Vx��
�����!��k��F�!��'!"�%(�(4��!"� ��#k� �3�3K)�����3
��Q-O����('��� G,�&��� ����-O!Vx��
b�>F��O�qVx��
k���4��(AF����X�3
*��V|��-O�Y���'-��k�����X����
��k-O(e�#�-O� ?k��V�
b��#�-OF�� � K���� � D ��B
Remark.

02�3����(4�3
Q��(�#�=,����
�?'���O� �'���4�iPL��#/�������Q���4�3
��-O�&(4�sP6����? ��V\� � �3�$��-�[3��gH�C��(�#e���O� �s��
��N�:-O(�]U`L�%(,+
( ��!"��F�
��s5�B gq-O(u����-O�&!3�����N�bBH�Q��� �Z�������&PQ-����u
���� �X��!"�

� �u�:#�#^0\��F�����-O��(c-O(A� �3]��3
��/����-O�a-O�a� � �3�^��-�[3�ut v g��?,-O(4]\�&�i����� �W��(�#>!"��
�
���� �X�%(�#���� �\���4�6�O��� ��-O!"� / �Uv g%�bB=,-O(�!"� / � v g%�;-O�|���4�&�Y����!b��-O(4]Z�O��� ��-O!"�kVx��
 / �}5i�bK��%(�������Q� � � v g%� a 5 ��� � �}5i� �co�omI�5�-O(/����-O�Q!3������B

REFERENCES
� � ���A������� �B��. ������� ��� � ��! �K%�
�
 ���	� 1 �����A������� �B��. �����
� 1
� ��� � ��! ����
 � ��� � ��! � ����	 !������ )*!0� ��,�� �����[���������

���! 	�� 	�� �/�/� ��!�) �	�/��� 
������B!��
������!�� !0����,�� ���#������� �
�������
�������
�������������! #"%$'&( #$)"�*(+-,/. 01��"%23 54��6+�7 � < � %�
 
 � 
 � %�
 
98�;�%(;�1

� � ��!0�0��	 �B�#� �����;:5�����"����� ��� � %�
0> � �=< 1 � 1>� ��!0��� 	����0������ � 1@? 1A:5���"������� �/� �B�C
 � �����B!��
������!�� 
���!�������������1�D_1
� � �G�	�������-����� � � �����E���GF "���&�H@IJ����K%"%2L�M0�* F 4�23.N��+(H-����&MH
O!P � %�
#> � 
 � � ;�
98 � =�%01

� � !����B� ���:%�
 
�' � ? 1RQ 1 � !����B� ���R�-
 � ,�� ���
�$����� 	������/!0� !�)

 !����0�C�-��� �&,��
�C, 	��/����� �S�0�������C������� )*!���� � ������
������"�����
F "���&�HUTU���������WVX�� L4)HY����&MH � < 
-ZU[ � < � %�
�
�' 
 �G=0<0<98G=#> � 1

� � �����]\�B�4%�
�< � � : 1 � �����]\�B���^
 ? ����,��5!��C������!�) � ��.0���[�������!�) ��,�� ���`_ �B���B���B� 	 ��� � �B�B�9��!����	�(������� �0�O
����/���O�G��� 

	 �B�C���'� ,�&a b�6,/"%23 L41�c*a 52L&d�Ce � %�
0< � 
 ��;�<�8#= � 1

� Q � �0�B��
 !���� %�
 � ' � : 1)Q � ������
�!0�	��� Vf$).g #2 h!.g2L&d�� 523i�*j�!$)�kKE*a"
 54l*d��"%m �A;���� �(� 1N�K� �C����������� � �anG���:�/�o?@����,��B� �����
�B�
p'q � < 
�������.����M�Rr5� �ts�!�� ���]%�
 � '�1 � ���#�
����� 	 �X:4��.0, � 1? !0�0��.�!0�"��� �01

� Q5!0� 	 %�
 � ; � � 1�Q !�� 	R�R
 � ��!���� !0� ��,��4�	���������X�(n�
��������/!0�������,�!�� )*!�� �������$���B���/��.+
���! 	 ���B� ���'�vu 2L���k*( #"%2xw�� O'y
� %�
 � ; 
 ��;�'�
98�;�%0%�1

� Q5���������	� %�
 � ��� � 1zQ �����������M�j
�� ��� 	�.��C�����M�2�����0� �����M�������. �G
�� �8�"!���,���� � �O���0����!������_����!��O��! ��!����B��� 
���! 	�� 	�� � 
�/� �l�'�!u $).3.{HU,/�c*a"aHGVX�� 54lHY�^�M&�HU[l7 � %�
 � � 
 � %�% � 8 %�=0<�1
�}|�])*��!0� %�
 � ; � � 1 � 1 |�])*��!0�M��~����M���l�����9���)�J���l�R�'�
�����B�!�����)���l���>r5��� � �'�
? !0����! �@� %�
 � ;�1 � �C����� �������(� ���
F 41m9+d2L&(+�������01*d���k*( #"%m��}�/��2x+a��"���*("a�)h)*a"�&d��.{�� #2L���C L4)*E��"%m �
? ���M��? !0����! �@� %�
 ��� 1

� � �
���$! �/�B�X�����@�����C����%�
�
 ��� � 1 � �����$!������E�����@D_1������C���#�'
d� ������(n�
��������/!0��� !�)��3���0�������������B!����	�����0�C���'��
����B
������0����%�
 
 � 1 < �B�
� � �-1 �B��!�1 �����/���(�C, 1 �(�����%�B� �������(
���
������%� �B�B����� �B!����	�����0�C�B1 
��_1

� ��� � �/����� �#�G����� < ����� ��� ��%�
 � % � �41 � 1 ��� � ������� �G�G������: 19�41
< �C��� ��� ����
 � !��#���/�G����� 
������B!��
������!�� �/� � � !"���/���B���	��!������
? !0�0��� � ���!�/! ���(�$�C� !�) ���B���/����. ����� ����� �0�B�C�����/�/� � )*!��
��!0���/�#���B�C���_���/��. �������B�E���'� H F 4�m9+aH�,�[1q � � � %�
 � % 
 � � ;�
�%(8
� ;�
�
�1



288 Experimental Mathematics, Vol. 7 (1998), No. 3

� ����� �B�����(�5%�
 � ��� � 1G�"1#����� �B�������M�G
 � �-
 �B�C��! ��������!�� ������B!����B�B
�� ���������B�����B���E�'� TG�S�/*d&%4)*("�&(4l* p � %�
 � � 
 �"
�%�
�8
#; � 1
� � ����,������&%�
�
 ��� �51�� ����,����B���^
 D ��
�������� ���B�����[��!�� �l�'� VX�� L4)H
�6��"%2������'+ � � 
���� ��%�
 
 � 
 � � 8 %�<�1

� � ����,������ ����� < ����� � %�
�
 � � �510� ����,����B� ����� : 1l? 1 < �C��� ���

 � �B���/!����
�A�����������
���O��!0�����E������� h)*a"%23�k*(�! bH
VX�� 54lH Z � =
� %�
 
 ��
 ��; � 
�8�;�
0;�1

� � ����,������ ���A��� 1 %�
 
 ��� �41 � ����,������M� < 1 � ��.0!��R������� � 1
� �
������
 � �$����! � ����,���!���.0, ��,�� �����������
����
����/�����E��� ,/�c*a"aHVX�� L4)HYVX���' 54�.`mW[	� O � = � %�
�
 � 
 ��<#; � 8�<�< � 1

� � � � 	 �B���M%�
 � % � �416r 1"� � � 	����	���W
 � ������!0� 
 �
����� ����� 

� !�� �����'� � H ����&MH�
(����$l+d HJ,>h�h!.NH VW�� L4)H y � %�
 � % 
 �2>�<�<�8>�=0<�1

� � �C��� �G� � �/� %�
�
#>�� � � 1 � ����� �G� � ���B��
�:5��������� � �C�����B�K�����
��,��K���
�$����� 	������/!0� !�) 
��������"�G��� 	������E��� �^&d������HJ,�&a #$'��"aH
� H � %�
 
0> 
 � %(;98�; � 1

� � �C��� �G� � �/��%�
 
0> 	 � � 1�� �C��� �G� � ���B�G
��4���(n�
��(�_�����K��������.�� �
��� 
�/���(�&��� ��,��"�����	����� 	�������!�� !�)�
�������� �G��� 	 �B�C���'��
�
 1 < � � 8
< 
�
 ��� F "���&E*d*d��23�l0�+	� �k 54l*

%�' *a"%���� #2L������./I����10B"�*(+E+	� �
VX�� L4)*(�k�� #2L&(2L����+ � � �������C,R�0%�
 
�= 
 �������[����� 	 � < 1MQ�1 � ,���� 

���B�5�$�5��� ��� �G,���������B���l� �0�	���5� %�
�
0>�1

� � ���/����������%�
 � 
 � �"12� �����������	���GF *a"�&d��.N�� 52L��� � < 
�������.0�B���
r5� � s�!�� ��� %�
 � 
�1

� � � �:%�
 
�= � � 1���1X� � ����� �'+a��.gi�*d�kh�"���K(.N*a��+�23� �'$)��K�*a" 54l*d��"%m ��;���� ��� 1{� � ��! 	 ���B� � !#! ��� �/� ?@����,��B� ���������a�
< 
�������.0�B���lr5� ��s�!�� ��� %�
�
�=�1

� :5��,�� ����� � � ��� � �&��. %�
 ��� � < 1 � 1f:5��,�� ����� � 1� � ��� � �&��.'�@
 < �B���/�(� �(n�
��������/!0�����/� � �B!��#�����G�����D
���� 

�B!��
�����/!0��
���! 	 �/���c�'��� H F 41m9+aH!, [�� � %�
 � ��
 ��%(>�= � 8 %(>�>0>�1

� :5��� 	 �B�C�	����� ����� � �
�C,����	�:%�
 � = � : 1@:5��� 	 �B�C�	����� �����
: 1 
 �41 � �
�C,����	��� �!2L*ai9*j�c*a L4)�M��+ � � !0����!��v?@����,��B� �����
�B���< !G�B�/�B� � ? !0��!�.0����
�,�� q � � ���������"�
� � ���(���M� � !0����!�� �����r5� � s�!�� ��� %�
 � =�1

� :5��� �X%�
 � > � � 1l:5��� �#�Y
 ? �K��!0�0���/�G����� 
 �B�C��! ��������!��'�'� ,/�!��H
F "���KE��KMHG[ P � = � %�
 � > 
 � %(;�>�'98 %(; � � 1

� :5��� � %�
 � ��� � 1	:5��� �#� 
%�' #"�����$'&a 52L���o b�  54l*  54l*d��"%m � �
&d��i9*a"��a01*�h!"���&d*%+d+a*(+ � � � ��� ���'r4� � s�!0� ��� %�
 � � 1

� :5����� �8����� � �/�	�!�/� � !G!�� %�
0;�; � �"1�: 1 :5������� ����� � 1 �41
� �[��� ��� � !G!G�R�	
 < !���� 
���! 	 �/��� �Q!�)�� � ���	���[���/!�r4�����B��! 

�������YD D D�� ? � ��,�� �(n�
����������/!0� !�) �Q�#��� 	 �B� ���"�Q�����!�)&
����������E��� ,�&a b�WVX�� 54lH q!q � %�
#;�; 
 � %(8 � '�1 � ��
����/�#���(�

��� 
�
 12> � %%8 � <0'�!�) IJ��.3.{*E&a *E� F �dh�*a"d+k� ���
H���H��6��"���m �
��!�� 1 %B� ? nG)*!0���^� �"�
�����B����!�� � �������B1

� : ���C��� ����� � ���/.0,#� %�
 � 
 � �"1@: 1@: ���C��� ����� �51A? 1
� ���/.0,#�M� ,/� 23�' #"�����$'&a 52L���� �] L4)*X 54l*d��"%m �}�X�'$)��K�*a"d+ �
> ��, �(� 1N� ? n#)*!0���R� �"�
�����B����!�� � �������a� %�
 � 
�1

� :5�����0� %�
�% ��� �41�:5�����0�B�W
E������� ���B��� � ��� ��!0� � ����� 

)*��� �#����!������@����� ��,����j� � �B���/,G����.0�B� �B���
�]�B������� ������.K�����
� ���/� ����, ���B�CD}��� VX�� 54lH�� *(23 5+a&%41"%2 �d @[ � %�
�% � 
 ��<0> � 8�< � � 1

� :5�����0� %�
0;�' � �41�:5�����0�B�W
E������� ���B��� � ��� ��!0� � ����� 

)*��� �#����!������@����� ��,����j� � �B���/,G����.0�B� �B���
�]�B������� ������.K�����
� ���/� ����, ���B�CD D}��� VX�� L4)H��Y*a23 L+a&(4�"%2 �d 
Z � %�
0;�' 
 � %0%%8�>�%�1

� :5� �
��� 	�������� ������?@���/���Q%�
 � 
 � � 1 :5� �
��� 	��������M�����;: 1
?@�����B���R
 D �����B.�� �������/��������������,�� �����	����� 	�������!�� !�) 
����������]���
�	,�!0�	� ���0���B� �����
���'�!� H���*a23��*�,/�l0�*�� HUVX�� 54lH P!y p � %�
 � 
 
 �
% � ;98 %�
�<�1

� :5!�� 	���� ����� � !��C�����@%�
 � ��� � 1 � 1):5!�� 	���� ����� � 11: 1 � !�� 
�����R�z
 � ,�� � �&�/�@
������"� 
���! 	 ���B� ����� � !��
��	��0�C,�� �4��!0��

�$���_�������A��� ��,�� ���������	�
��� ���#���B.0�B�C���'�! 25K�������&E&a2
">$'��"% bH
Z � > � %�
 � � 
 � � %(8 � >)�2
0;�1

� � !��C����� ����� � � 	�����. %�
 � ' � � 1
: 1 � !0������� ����� � 1 � 1
� � 	�����.'�f
 � �B!����$�(�_������� !�) � ��� �c� ����#!0� ��!0��������������.
���������	�
����
������"�(���'� VX�� 54lH IJ���/h�H'e'q � %�
 � ' 
 �#;�;�%(8�;0;�<�1

� � !��C����� ����� � � 	�����. %�
 � ��� � 1
: 1 � !0������� ����� � 1 � 1
� � 	�����.'� 
 � !��B��� ���
�$����� 	������/!0�K!�)X���������	�
���K
����������E���'� H$@$)��K�*a"&%R4l*d��"%mv7 ��% � %�
 � � 
 �G=0<�8�>�%01

� ���(�$���B�8%�
 � ; � : 1'�����	���B�U��F *a"�&d��.N�� 52L���S 54l*d��"%m/�(��"j�k�� 54)(
*(�k�� #2L&(2L����+ � � ��!0.������������ � ��! 	�� 	�� ���[� � ����� < �C�������	���
�B� e �
� ��� �#,!��������B���)� !#�$��!��R� %�
 � ;�1

� ?@�B���	�����E����� � ! � %�
�
 ��� � 19? �B�(�$���B�E����� � 1 � ! �B� I����' #23�*($)$)� h)*a"�&d��.{�� #2L��� � � ��� 	����
��.0� � ���0�_��� ��� ?@����,��B� ���������
[![ y � � ��� 	����
��.��+�4��� �0�B�C�	�/� � � �������a� � ��� 	�������.��B� %�
�
 � 1

� � ������!0��� %�
�
�% � ? 1vQ 1 � �B����!0���B� 
 ? � �+��!��#���/�G�����

������B!��
������!�� ��!����3�x��� ,/��i�H]23� ,>hBh�.NH F "��1K��1KaH e P � <
� %�
 
�% 
 ��>�< � 8�>�> � 1

� � ���������0�C,��B� %�
#;�< � : 1 � �����B� ���C,����M�G
 �� 	���� ����� � � � ����
������.K�����-�5��.�.0!c� ���������C,��B�v? ����,�!���� ����)������ � ,��B!0�����
���B������.�� 	����������C,���� � ��, � �,�!0��
 �B�d��� ��23 -�a$)�l0�+MKE*("aH F "�*a$l+E+aH
,�w����BH/.C2x+d+(H^e'q � %�
0;�< 
 ��;�%0%%8�;�% � 1

� � �/�(�	��� %�
 � > � : 1 � �������3�#�GF "%23�k*k�!$)�kKE*a"d+ �����W&d���/h!$) *("�c*a L4)�M��+/�(��"��(�B&a b��"%2����� #2L��� � � ��!0.����������/� ?@����,��B� ���������
O p �'� �/� �G,�������	���M�l� !0�	��!��U� %�
 � >�1



Vardi: Prime Percolation 289

� � ������!I%�
 � % � � 1 � �����	!!� 
 ? � ��,�� �B���/���
�B��� 
������B!��
� 

����!�� 
���! 	�� 	�� ���/�������E��� �YH/.f�941"d+(&(4lH��!*(" � H �
*9K%2L*a * O Z � ;
� %�
 � % 
 ��;�;�
98�;�< � 1

� < ������_ ���F����� � ,�����!�� � %�
 
�= � Q 1 < �����)_ ���F����� � 1
� ,�����!0����� 
(�' #"��M��$'&( #2L���C �/h)*a"�&d��.N�� 52L���f L4)*d��"%m ��;������(� 1{�� � �2��!��&����� � ���������
� � ��� 1N� � !�����!��R� %�
�
�=�1

� ����������� %�
�
 ��� D_1J���������#�@
�r5��� 	 �B����,��B!0���B���
� 
������B!��
� 

����!��'�'���/� 
����B
�����������!�� 1

� � ���B��� ���@%�
�
0> �v� 1 � 1 � ���B�������R�U
 < � 	��	���/��������!��A���B��,�!��
�����[��������� 
���! 	�� 	�� ���/� � 	�!0������� )*!�� ��,��-���#������� �����	�����B� ���[���


 �B�C��!��
�����/!0� ��!����3�x��� IJ����K%23��H F "���KE�1KaH	IJ���/h!$) H
q � ;
� %�
�
#> 
 � % � %%8 % � � 1

� � �`_A����� < ��
 ! ����� %�
 � ��� � 1�? 1�� �`_A������� 1 < ��
�! �����#��
 � ,�����K�B�/���0�K���B�����������������/!0� !�)5��,�� 
 �B�C��!��
�����/!0�O��,����(�	,�!��
�
	 �K�-)*��!��#�����B� 
S.��B���B�C��������. � ��� ���/� � .��C�����/���0�d���!� H F 41m9+
, [ y � %�
 ��� 
 � � %0% � 
�8 � %�% � ;�1

� � ��� � ����� < ����!0����� ��! %�
 � > � < 1 � 1k� �����9����� � 1 � 1< �
��!����B� ��!'��
 � !��#���/�G��!0��� ��!����3�
�K!�)�
 �B�C��! ��������!��:��,�� 

!�� �B�BD}��� %!*d��"�*a bH�VW�� bH  2��MHlZ�e ��% � %�
 � > 
 � � � 8 ��� 19D � � ��� 
��������� ���C����� ��������!�� ��� %R4)*E��"aH@VX�� L4)H F 41m9+aH/Z�e �&>�%(8�>�

� %�
 � > 
 1

D6�����	���������5�'?@����,���� �����
�B��Q5��
����������B�#��� ? �B���
�����0�C��� � ! � ���B.0�B� � !#� � ��.0�3�����M� � � 
�'0'�=�% � � ������� �B�B!�1 �B���[�����C, 1 ����� 


� ���B�B�����(�C?@�����C, ;�''� %�
�
 � ����������
����(�A��� �����#�
�����A)*!���� � � 	�������� �@%�<�� %�
�
 �


