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Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ïðåäëîæåíî ðàçâèòèå êèíåìàòè÷åñêîãî ìåòîäà îïèñàíèÿ àâòîâîëí â
âîçáóäèìûõ àêòèâíûõ ñðåäàõ, ðàíåå ïðåäëîæåííîãî äðóãèìè àâòîðàìè [1, 2, 3].

Àâòîâîëíàìè îáû÷íî íàçûâàþò âîëíîâûå ïðîöåññû, èìåþùèå óñòîé÷èâûå
(�ñàìîïîääåðæèâàþùèåñÿ�) ïàðàìåòðû � ñêîðîñòü, àìïëèòóäó, ôîðìó èìïóëüñà.
Ñïîñîáíîñòüþ ê ìíîãîêðàòíîìó ïðîâåäåíèþ àâòîâîëí îáëàäàþò òàê íàçûâàåìûå
àêòèâíûå ñðåäû, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíî íàëè÷èå ðàñïðåäåëåííûõ âíåøíèõ
èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè, òî åñòü ñ òåðìîäèíàìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îòêðûòûå
ñèñòåìû äàëåêèå îò ðàâíîâåñèÿ. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ àâòîâîëíîâîãî èìïóëüñà òàêàÿ
ñðåäà äîëæíà âîññòàíîâèòü ñâîè ñâîéñòâà çà ñ÷åò ïîñòóïàþùåé èç âíå ýíåðãèè
è ïîäãîòîâèòüñÿ ê ïðîâåäåíèþ ñëåäóþùåãî èìïóëüñà. Íåîáõîäèìîå äëÿ ýòîãî
âîññòàíîâëåíèÿ âðåìÿ íàçûâàåòñÿ ðåôðàêòåðíûì ïåðèîäîì. Â òå÷åíèè ðåôðàêòåðíîãî
ïåðèîäà ñðåäà íå ñïîñîáíà ê ïðîâåäåíèþ ñëåäóþùåãî èìïóëüñà.

Àêòèâíûå ñðåäû ìîãóò èìåòü ëþáóþ ðàçìåðíîñòü. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
àâòîâîëíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ èìïóëüñ
îïðåäåëåííîé ôîðìû è àìïëèòóäû, òîãäà êàê â äâóìåðíîì èëè òðåõìåðíîì îíà
õàðàêòåðèçóåòñÿ åùå è ôîðìîé ñâîåãî ôðîíòà. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî íàëè÷èå
ðåôðàêòåðíîñòè äåëàåò âîçìîæíûì ñóùåñòâîâàíèå óæå â äâóìåðíîì ñëó÷àå îñîáûõ
ðåæèìîâ, âðàùàþùèõñÿ àâòîâîëí, ðàçâèâàþùèõñÿ èç âîëíîâûõ ôðîíòîâ ñî ñâîáîäíûì
êîíöîì. Â äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ñðåäàõ, ýòè ðåæèìû èìåþò âèä âðàùàþùèõñÿ
ñïèðàëåé, â êîòîðûõ êîí÷èê ñïèðàëè � îáðûâ âîëíû âîçáóæäåíèÿ âðàùàåòñÿ �âîêðóã
ñàìîãî ñåáÿ�. Ðàçëè÷íûå àâòîðû íàçûâàþò ýòî ÿâëåíèå ñïèðàëüíûìè âîëíàìè,
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ðåâåðáåðàòîðàìè, ðîòîðàìè èëè àâòîâîëíîâûìè âèõðÿìè. Ýòî ÿâëåíèå � ïðèìåð
ñàìîîðãàíèçàöèè, ïîñêîëüêó ñóùåñòâîâàíèå è ìåñòîïîëîæåíèå òàêîãî âèõðÿ â ñðåäå íå
ñâÿçàíû ñ êàêîé-ëèáî íåîäíîðîäíîñòüþ, à îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ýâîëþöèåé ñèñòåìû.
Àâòîâîëíîâûå âèõðè äåìîíñòðèðóþò óäèâèòåëüíóþ ñòàáèëüíîñòü ñâîèõ ñâîéñòâ, îíè
âåäóò ñåáÿ �ïî èõ ñîáñòâåííîìó óñìîòðåíèþ�, è íà èõ ïîâåäåíèå ìîãóò ñóùåñòâåííî
âëèÿòü òîëüêî òå ñîáûòèÿ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò âáëèçè ÿäðà.

Àâòîâîëíû âîçíèêàþò â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ ôèçè÷åñêîãî, õèìè÷åñêîãî è
áèîëîãè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ . Èõ ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü êîíöåíòðàöèîííûå
âîëíû â ðåàêöèè Áåëîóñîâà-Æàáîòèíñêîãî [4], âîëíû õèìè÷åñêîé ñèãíàëèçàöèè â
êîëîíèÿõ íåêîòîðûõ ìèêðîîðãàíèçìîâ [5], âîëíû â ìåæçâåçäíîì ãàçå, ïðèâîäÿùèå
ê îáðàçîâàíèþ ñïèðàëüíûõ ãàëàêòèê [6, 7]. Âàæíûé ïðèìåð àêòèâíûõ ñðåä
ïðåäñòàâëÿþò ìíîãèå áèîëîãè÷åñêèå òêàíè. Òàê, àâòîâîëíîâóþ ïðèðîäó èìåþò
ðàñïðîñòðàíåíèå íåðâíîãî èìïóëüñà [8] è âîçáóæäåíèÿ â ñåðäå÷íîé ìûøöå [9].
Àâòîâîëíû, òàêèì îáðàçîì, èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ôóíêöèîíèðîâàíèè æèâûõ
ñèñòåì. Èçó÷åíèå èõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì ê ïîíèìàíèþ ìíîãèõ ÿâëåíèé â
íåðâíîé ñèñòåìå, ðàáîòå ìûøö, ìîðôîãåíåçå, äèíàìèêå ýêîñèñòåì è äðóãèõ âîïðîñîâ
áèîôèçèêè. Íàðóøåíèå ðåæèìîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ àâòîâîëí âåäåò ê ñåðüåçíûì
íàðóøåíèÿì æèçíåäåÿòåëüíîñòè. Òàê â ñåðäå÷íîé ìûøöå âîçíèêíîâåíèå ñïèðàëüíûõ
âîëí ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì îïàñíûì äëÿ æèçíè àðèòìèÿì. Óïðàâëÿÿ âîçíèêøåé
âîëíîé ïðè ïîìîùè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, ìîæíî ëèêâèäèðîâàòü òàêóþ àðèòìèþ.
Ýòèìè ñîîáðàæåíèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ âàæíîñòü èññëåäîâàíèÿ àâòîâîëíîâûõ ïðîöåññîâ.

Ìàòåìàòè÷åñêè àêòèâíûå ñðåäû ÷àùå âñåãî îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè òèïà
ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ ñ íåëèíåéíûì ðåàêöèîííûì ÷ëåíîì. Íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå
òàêèõ óðàâíåíèé � ñëîæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à. Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî òî÷íûõ
ðåøåíèé â âèäå ñïèðàëüíûõ âîëí. Âñå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû òîëüêî ïðèáëèæåííî,
ãëàâíûì îáðàçîì ÷èñëåííî. Ñëó÷àè, êîãäà àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü
íàéäåíû àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ïðåäñòàâëÿþò îñîáóþ öåííîñòü, îòâå÷àÿ íà
âîïðîñû, êîòîðûå òðóäíî âûÿñíèòü ïðè ïîìîùè òîëüêî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Îäíèì èç òàêèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ êèíåìàòè÷åñêèé ïîäõîä,
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ïðèìåíèìûé äëÿ ñðåä ñ ìàëîé ðåôðàêòåðíîñòüþ, ò.å. êîãäà âðåìÿ ðåëàêñàöèè
ñðåäû ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ âîëíû âîçáóæäåíèÿ ìíîãî
ìåíüøå ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìåæäó ïðîõîæäåíèåì ïîñëåäóþùèõ âîëí. Â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì äâèæåíèÿ òîëüêî âîëíîâîãî ôðîíòà, ò.å. ëèíèè
íà ïëîñêîñòè èëè ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòü
êîòîðîãî îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùåé òîëüêî îò ëîêàëüíîé êðèâèçíû ôðîíòà. Â ðåçóëüòàòå
ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è ñíèæàåòñÿ íà åäèíèöó. Ïðè
èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà ñ îáðûâîì, íåîáõîäèìî îïèñàòü äâèæåíèå
ýòîãî îáðûâà è ïîñòàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà íåì. Â ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ
ðàáîòàõ, äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëèñü ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå íåîáõîäèìûå óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû ìåòîäàìè

òåîðèè âîçìóùåíèé íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ,

îïèñûâàþùåãî äàííóþ âîçáóäèìóþ ñðåäó. Òàê ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ

îêàçàëèñü îáîáùåíèåì ðàíåå èñïîëüçîâàâøèõñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ

óðàâíåíèé. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ

ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ â ðàìêàõ íîâîé êèíåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øåñòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.
Ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé è ñîäåðæèò îáçîð ëèòåðàòóðû, ïîñâÿùåííîé

íåêîòîðûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ àâòîâîëí. Îñîáîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ ìåòîäàì, îñíîâàííûì íà èçó÷åíèè äâèæåíèÿ àâòîâîëíîâûõ ôðîíòîâ.
Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå òàêèõ ìåòîäîâ, ïðåäëîæåííûõ ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè.

Âòîðàÿ ãëàâà �Âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèé� çàíèìàåò öåíòðàëüíîå ìåñòî â
äèññåðòàöèè. Â íåé äàí âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îáðûâà âîëíîâîãî ôðîíòà èç
óðàâíåíèé �ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ�. Óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû äëÿ àâòîâîëí êàê â ïëîñêîé,
òàê è â òðåõìåðíîé âîçáóäèìîé ñðåäå.

Â òðåòüåé ãëàâå �Ñòàöèîíàðíûå ñïèðàëüíûå àâòîâîëíû� ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ çàäà÷
êèíåìàòèêè â âèäå âîëíîâûõ ôðîíòîâ, ñîõðàíÿþùèõ ñâîþ ôîðìó è âðàùàþùèõñÿ
âîêðóã íåïîäâèæíîãî öåíòðà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè íåîãðàíè÷åííîé îäíîðîäíîé
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ñðåäû è êðóãëîé îäíîðîäíîé ñðåäû êîíå÷íîãî ðàäèóñà.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå �Äðåéô ñïèðàëüíûõ âîëí â ñëàáî íåîäíîðîäíîé ñðåäå�

ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è. Â òðåòüåé ãëàâå áûëè ïîëó÷åíû
ðåøåíèÿ â âèäå ñïèðàëüíîé âîëíû, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã ôèêñèðîâàííîãî öåíòðà
â íåîãðàíè÷åííîé îäíîðîäíîé ñðåäå. Åñëè ñðåäà ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíà,
ïðè÷åì ýòà íåîäíîðîäíîñòü ñëàáàÿ, òî ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè áëèçêèå ê òàêîé ñïèðàëüíîé âîëíå, öåíòð âðàùåíèÿ êîòîðîé ïåðåìåùàåòñÿ
ñî âðåìåíåì. Òàêîå ïåðåìåùåíèå íàçûâàåòñÿ äðåéôîì. Ïðèìåíÿÿ òåõíèêó òåîðèè
âîçìóùåíèé, óäàåòñÿ âû÷èñëèòü âåêòîð ñêîðîñòè äðåéôà è èçìåíåíèå ÷àñòîòû
âðàùåíèÿ ñïèðàëè.

Â ïÿòîé ãëàâå �Ñîïîñòàâëåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ òåîðèé è ÷èñëåííîãî
ýêñïåðèìåíòà� ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åííûõ ïðè ïîìîùè
êèíåìàòè÷åñêîãî ìåòîäà äëÿ ñòàöèîíàðíûõ è äðåéôóþùèõ ñïèðàëüíûõ âîëí
ñ ðåçóëüòàòàìè �êëàññè÷åñêîãî� êèíåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà
ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ êîí÷èêà è ñ ðåçóëüòàòàìè èäåîëîãè÷åñêè
áëèçêîãî ìåòîäà ñâîáîäíîé ãðàíèöû [3]. Êðîìå òîãî, çäåñü æå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå
ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîçáóäèìîé ñðåäû, îïèñûâàåìîé
óðàâíåíèÿìè �ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ�

Íàêîíåö, â øåñòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, äîñòèãíóòûå ïðè ðàññìîòðåíèè
êèíåìàòè÷åñêèì ìåòîäîì ïðîñòåéøåé çàäà÷è â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîé ñâèòîê ñ ïîñòîÿííûì ãðàäèåíòîì ôàçû âðàùåíèÿ âäîëü åãî
îñè.

Â �Çàêëþ÷åíèè� ôîðìóëèðóþòñÿ íåêîòîðûå âûâîäû.
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Ãëàâà 1

Îáçîð ëèòåðàòóðû.

1.1 Àêòèâíûå ñðåäû è èõ ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå.

Âî ââåäåíèè óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî àâòîâîëíû âîçíèêàþò â àêòèâíûõ ñðåäàõ, êîòîðûå
õàðàêòåðèçóþòñÿ íå òîëüêî íàëè÷èåì ñâÿçè (ïîòîêîâ âåùåñòâà è/èëè ýíåðãèè,
íàïðèìåð, äèôôóçèè èëè òåïëîïðîâîäíîñòè) ìåæäó îòäåëüíûìè òî÷êàìè ñðåäû, åå
ýëåìåíòàìè, íî è äîñòàòî÷íî ñëîæíûì ïîâåäåíèåì îòäåëüíîãî ýëåìåíòà. Ìîæíî
âûäåëèòü òðè ïðîñòåéøèõ òèïà òàêèõ ýëåìåíòîâ [10]: áèñòàáèëüíûé, âîçáóäèìûé è
àâòîêîëåáàòåëüíûé, êîòîðûì îòâå÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèå òèïû ñîñòàâëåííûõ èç íèõ
àêòèâíûõ ñðåä.

Áèñòàáèëüíûé ýëåìåíò îáëàäàåò äâóìÿ óñòîé÷èâûìè ñòàöèîíàðíûìè ñîñòîÿíèÿìè,
ïåðåõîäû ìåæäó êîòîðûìè ïðîèñõîäÿò ïðè âíåøíåì âîçäåéñòâèè, ïðåâûøàþùåì
íåêîòîðûé ïîðîã. Â ñðåäàõ èç òàêèõ ýëåìåíòîâ âîçíèêàþò âîëíû ïåðåêëþ÷åíèÿ èç
îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Ê íèì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, âîëíû ãîðåíèÿ [11, 12].

Âîçáóäèìûé ýëåìåíò èìååò òîëüêî îäíî óñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå.
Âíåøíåå âîçäåéñòâèå, ïðåâûøàþùåå ïîðîãîâûé óðîâåíü, ñïîñîáíî âûâåñòè ýëåìåíò èç
óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ è çàñòàâèòü åãî ñîâåðøèòü íåêîòîðóþ ýâîëþöèþ, ïðåæäå ÷åì
îí âíîâü âåðíåòñÿ â ýòî ñîñòîÿíèå. Âî âðåìÿ ïåðåõîäîâ, àêòèâíûé ýëåìåíò ñïîñîáåí
ïîâëèÿòü íà ñâÿçàííûå ñ íèì ýëåìåíòû è â ñâîþ î÷åðåäü âûâåñòè èõ èç ñòàöèîíàðíîãî
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ñîñòîÿíèÿ. Â ðåçóëüòàòå, â òàêîé ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà âîçáóæäåíèÿ. Ýòî
íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé âèä àâòîâîëí â áèîëîãè÷åñêèõ ñðåäàõ, òàêèõ êàê íåðâíàÿ
òêàíü [8], èëè ñåðäå÷íàÿ ìûøöà [9].

Àâòîêîëåáàòåëüíûé ýëåìåíò íå èìååò ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé è ïîñòîÿííî
ñîâåðøàåò óñòîé÷èâûå àâòîêîëåáàíèÿ îïðåäåëåííîé ôîðìû, àìïëèòóäû è ÷àñòîòû.
Âíåøíåå âîçäåéñòâèå ñïîñîáíî âîçìóòèòü ýòè êîëåáàíèÿ. Ïî ïðîøåñòâèè íåêîòîðîãî
âðåìåíè ðåëàêñàöèè, âñå èõ õàðàêòåðèñòèêè êðîìå ôàçû âåðíóòñÿ ê ñâîåìó
óñòîé÷èâîìó çíà÷åíèþ, íî ôàçà ìîæåò èçìåíèòüñÿ. Â èòîãå, â ñðåäå èç òàêèõ
ýëåìåíòîâ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ôàçîâûå âîëíû. Ýòî, íàïðèìåð, âîëíû â ýëåêòðîãèðëÿíäå
è íåêîòîðûõ õèìè÷åñêèõ ñðåäàõ.

Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü àêòèâíîé ñðåäû ìîæíî ñòðîèòü íà îñíîâå ñâîéñòâ
îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñðåäû, ñîñòàâëÿÿ åå èç îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñâÿçàííûõ
êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ. Êàæäûé èç íèõ èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé è
ñîâåðøàåò ïåðåõîäû ìåæäó íèìè ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì, õàðàêòåðíûì äëÿ
ýëåìåíòà ñðåäû äàííîãî òèïà. Òàêèå ìîäåëè íàçûâàþòñÿ àêñèîìàòè÷åñêèìè [13, 10,
14]. Ñ èõ ïîìîùüþ áûë ïîëó÷åí ðÿä êà÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ, îñîáåííî êàñàþùèõñÿ
âîçáóäèìûõ ñðåä, íàïðèìåð, íàáëþäàëîñü îáðàçîâàíèå ñïèðàëüíîé âîëíû èç ïëîñêîãî
ôðîíòà ñî ñâîáîäíûì êîíöîì. Îäíàêî, íàáëþäàòü áîëåå òîíêèå ýôôåêòû, à òåì áîëåå
äîáèòüñÿ êîëè÷åñòâåííîãî ñîîòâåòñòâèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, íà òàêèõ
ìîäåëÿõ íå óäàåòñÿ.

Áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå àêòèâíîé ñðåäû ìîæíî ïîëó÷èòü, îñíîâûâàÿñü íà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ
(äàëåå ÐÄ-ñèñòåìû). Ïðè ýòîì ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàìè � òî÷êàìè ñðåäû �
îïèñûâàþòñÿ äèôôóçèîííûìè ÷ëåíàìè óðàâíåíèé, à äèíàìèêà îòäåëüíîãî ýëåìåíòà �
ðåàêöèîííûìè. Êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ â ÐÄ-ñèñòåìå
îïðåäåëÿåò ðàçìåðíîñòü ñðåäû è ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò îäíîé äî òðåõ. Íåèçâåñòíûå
ôóíêöèè îïèñûâàþò äèíàìèêó âåëè÷èí (êîìïîíåíò), õàðàêòåðèçóþùèõ ñðåäó. Ýòî
êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ â õèìè÷åñêîé ñèñòåìå; êîíöåíòðàöèè èîíîâ, òðàíñìåìáðàííûå
òîêè è íàïðÿæåíèÿ ïðè îïèñàíèè íåðâíîé èëè ìûøå÷íîé òêàíè. Â ðåàëüíîé ñèñòåìå
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òàêèõ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìíîãî, íî îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè
ïîâåäåíèÿ àêòèâíûõ ñðåä íàáëþäàþòñÿ óæå â ìîäåëÿõ ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè. Äëÿ
òîãî ÷òîáû ðåàêöèîííûé ÷ëåí àäåêâàòíî îïèñûâàë äîñòàòî÷íî ñëîæíîå ëîêàëüíîå
ïîâåäåíèå àêòèâíîãî ýëåìåíòà, îí äîëæåí áûòü íåëèíåéíûì.

Îáùàÿ äâóõêîìïîíåíòíàÿ ÐÄ-ñèñòåìà èìååò âèä

∂tu = D11∆u+D12∆v + F (u, v)

∂tv = D21∆u+D22∆v +G(u, v) (1.1)

Çäåñü t � âðåìÿ, u(r, t) è v(r, t) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì (ðàäèóñ âåêòîðó r), D̂ = {Dij} � òåíçîð äèôôóçèè,
F (u, v), G(u, v) � ðåàêöèîííûå ÷ëåíû. Ñèñòåìà ÎÄÓ (1.1) ñ íóëåâûì òåíçîðîì
äèôôóçèè íàçûâàåòñÿ òî÷å÷íîé ñèñòåìîé è îïèñûâàåò äèíàìèêó îòäåëüíîãî
ýëåìåíòà ñðåäû.

Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ðåàêöèîííûõ ÷ëåíîâ, àêòèâíàÿ ñðåäà ìîæåò îêàçàòüñÿ
áèñòàáèëüíîé, àâòîêîëåáàòåëüíîé èëè âîçáóäèìîé. Âèä ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ òî÷å÷íîé
ñèñòåìû äëÿ ñðåä ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîêàçàí íà ðèñ. 1.1. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå íàèáîëåå
ïîïóëÿðíûå ìîäåëè êîíêðåòíûõ ñðåä è óêàæåì íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà, âàæíûå äëÿ
äàííîé ðàáîòû.

Áèñòàáèëüíûå ñðåäû.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìîäåëè áèñòàáèëüíîé ñðåäû äîñòàòî÷íî äàæå îäíîêîìïîíåíòíîé
ñèñòåìû:

∂tu = D∆u+ f(u) (1.2)

Òàêîâà, íàïðèìåð, ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè [10] , â êîòîðîé u = u(r, t) �
òåìïåðàòóðà, f(u) = C−1q(u), C � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, q(u) � òåïëîòà ñãîðàíèÿ,
D � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè ñðåäû. Åñëè óðàâíåíèå q(u) = 0 èìååò òðè
êîðíÿ u1 < u2 < u3, ïðè÷åì òåìïåðàòóðà âîñïëàìåíåíèÿ u0 òàêîâà ÷òî u1 < u0 < u3,
òî â òàêîé ñðåäå âîçìîæíî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí âîçãîðàíèÿ èëè òóøåíèÿ.
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Ñðåäè áèîëîãè÷åñêèõ çàäà÷, áèñòàáèëüíûå ñðåäû ïîÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, â
íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ïîïóëÿöèîííîé ãåíåòèêè. Òàê, â [15] áûëà ïðåäëîæåíà ïðîñòåéøàÿ
ìîäåëü âèäîîáðàçîâàíèÿ

∂tp = ψ(p) +D∆p (1.3)
ψ(p) = p(1− p)

(wAA − wAB)p+ (wAB − wBB)(1− p)

wAAp2 + 2wABp(1− p) + wBB(1− p)2
− µp+ ν(1− p) (1.4)

ãäå p � ÷àñòîòà ãåíà A, à (1 − p) � ãåíà B, ãåíîòèïàì AA, AB, BB ñîîòâåòñòâóþò
êîýôôèöèåíòû ïðèñïîñîáëÿåìîñòè w ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè, µ è ν � ÷àñòîòû
ìóòàöèé, D � êîýôôèöèåíò �äèôôóçèè�, îáóñëîâëåííîé ìèãðàöèåé îñîáåé. Ïðè
íåêîòîðûõ ïàðàìåòðàõ, óðàâíåíèå ψ(p) = 0 èìååò òðè êîðíÿ, òîãäà óðàâíåíèå (1.3)
èìååò äâà óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à ïåðåõîä ìåæäó íèìè íîñèò õàðàêòåð
ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Â òàêîé ñðåäå âîçìîæíî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ïåðåêëþ÷åíèÿ,
îòâå÷àþùèõ âûòåñíåíèþ îäíîãî âèäà äðóãèì.

Ñêîðîñòü âîëíû ïåðåêëþ÷åíèÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
ôóíêöèåé f(u). Ê ñîæàëåíèþ, ïîëó÷èòü ýòó ñêîðîñòü àíàëèòè÷åñêè óäàåòñÿ òîëüêî
äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ôóíêöèè f(u) [10, 16], â òîì ÷èñëå, äëÿ âàæíîãî ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ, êîãäà f(u) � êóáè÷íûé ïîëèíîì. Â äâóìåðíîé ñðåäå ñêîðîñòü âîëíû çàâèñèò
òàêæå è îò êðèâèçíû K åå ôðîíòà. Ýòà çàâèñèìîñòü, äëÿ ñëó÷àÿ äèàãîíàëüíîãî
äèôôóçèîííîãî òåíçîðà ñ ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàìè D, èìååò âèä

c = c0 −DK, (1.5)

ãäå c0 � ñêîðîñòü â îäíîìåðíîé ñðåäå. Îòìåòèì, ÷òî, áëàãîäàðÿ ïîëîæèòåëüíîñòè
D, òàêàÿ çàâèñèìîñòü ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü ïëîñêîãî ôðîíòà: ïðè ïîÿâëåíèè íà
íåì âûïóêëîãî (âîãíóòîãî) ó÷àñòêà, îí áóäåò äâèãàòüñÿ ìåäëåííåå (áûñòðåå) è ôðîíò
âûðîâíÿåòñÿ.
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Àâòîêîëåáàòåëüíûå ñðåäû.

Êîïåëëü è Õîâàðäîì [17] áûë ïðåäëîæåí ïðîñòîé êëàññ ìîäåëåé àâòîêîëåáàòåëüíûõ
ñðåä, òàê íàçûâàåìûå λ− ω ñèñòåìû:

∂tu = ∆u+ λ(ρ)u− ω(ρ)v

∂tv = ∆v + ω(ρ)u+ λ(ρ)v (1.6)

ãäå ρ2 = u2 +v2, λ(0) > 0, ω(0) 6= 0, λ(ρ) èìååò èçîëèðîâàííûé íîëü ïðè íåêîòîðîì ρ =

ρ0 > 0. Â ÷àñòíîñòè ê ýòîìó êëàññó ïðèíàäëåæèò îáîáùåííîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà-
Ëàíäàó (ÓÃË), êîòîðîå, êàê áûëî ïîêàçàíî â [18] îïèñûâàåò àâòîêîëåáàòåëüíóþ ñðåäó
ñ òî÷å÷íîé ñèñòåìîé âáëèçè áèôóðêàöèè Õîïôà. Â ÓÃË

λ(ρ) = α1 + β1ρ
2

ω(ρ) = α2 + β2ρ
2 (1.7)

Âîçáóäèìûå ñðåäû.

Ïîñêîëüêó äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èìåííî âîçáóäèìûì ñðåäàì, òî îñòàíîâèìñÿ
íà íèõ ïîäðîáíåå. Êîíêðåòíûé âèä óðàâíåíèé äëÿ íåðâíîé òêàíè áûë ïðåäëîæåí
Õîäæêèíûì è Õàêñëè â 1952 ãîäó [19], à äëÿ ñåðäå÷íîé òêàíè ÷åðåç 10 ëåò
Íîáëîì [20]. Îáå îíè ñîäåðæàò ïî ÷åòûðå óðàâíåíèÿ. Äëÿ êëåòîê ñåðäå÷íîé òêàíè
õàðàêòåðíà ñèëüíàÿ ðåëàêñàöèîííîñòü [21], ò.å. çíà÷èòåëüíîå ïðåâûøåíèå (ïðèìåðíî
â 300 ðàç) âðåìåíè ðåôðàêòåðíîñòè íàä âðåìåíåì âîçáóæäåíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî âîëíà âîçáóæäåíèÿ â ñåðäå÷íîé òêàíè èìååò ðåçêèé ïåðåäíèé, íî íå èìååò
âûðàæåííîãî çàäíåãî ôðîíòà. Ýòà îñîáåííîñòü óðàâíåíèé ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò
íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå èõ íà ÝÂÌ, íî ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè àíàëèòè÷åñêóþ
ðåäóêöèþ ñ ó÷åòîì ìàëîñòè ïàðàìåòðîâ. Â ðåçóëüòàòå êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé óäàåòñÿ
ñîêðàòèòü äî äâóõ [22].

Øèðîêèé êëàññ âîçáóäèìûõ ñðåä (â òîì ÷èñëå ñåðäå÷íàÿ òêàíü) ìîæåò áûòü
îïèñàí äâóõêîìïîíåíòíûìè ÐÄ-ñèñòåìàìè (1.1) ñî ñïåöèàëüíûì âèäîì ðåàêöèîííûõ
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÷ëåíîâ è ðàçëè÷íîé ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü, íàïðèìåð u � áûñòðàÿ

ïåðåìåííàÿ, à v � ìåäëåííàÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà áûëà âîçáóäèìîé, äîñòàòî÷íî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî 0-èçîêëèíà óðàâíåíèÿ äëÿ u, òî åñòü êðèâàÿ F (u, v) = 0 íà
ïëîñêîñòè (u, v) èìååò N-îáðàçíûé âèä, à ðåàêöèîííûé ÷ëåí G(u, v) ≡ v̄(u)−v, ãäå v̄(u)
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ïðè÷åì ðåàêöèîííûé ÷ëåí F (u, v) > 0 íèæå êðèâîé F (u, v) = 0

è îòðèöàòåëåí âûøå íåå, à åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ 0-èçîêëèí F (u, v) = 0 è
F (u, v) = 0 ëåæèò ëåâåå ìèíèìóìà F (u, v) = 0, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.1(a).
Îòìåòèì, ÷òî ïðè äðóãîì ðàñïîëîæåíèè êîðíåé, ñðåäà îêàæåòñÿ àâòîêîëåáàòåëüíîé
(ðèñ. 1.1(b)) èëè áèñòàáèëüíîé (ðèñ. 1.1(c)).

Èç ìîäåëüíûõ ñèñòåì âîçáóäèìûõ ñðåä íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè

• Êóáè÷íàÿ ìîäåëü ÔèòöÕüþ-Íàãóìî, [23]

∂tu = ε−1(u− u3/3− v) + ∆u

∂tv = ε(u+ β − γv) + δ∆v (1.8)

ãäå δ âûáèðàåòñÿ ðàâíûì 0 èëè 1.

• Åå ìîäèôèêàöèÿ � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ìîäåëü ÔèòöÕüþ-Íàãóìî [24]:

∂tu = aiu− g1v + bi + ∆u,

∂tv = εi(g2u− v), (1.9)

i =


0, u < u1,

1, u1 < u < u2,

2, u2 < u,

,

b0 = 0, b1 = (a0 − a1)u1, b2 = −a2,

u2 =
a2 + (a0 − a1)u1

a2 − a1

a0,2 < 0, a1 > 0, 0 < u1 <
a1

a1 − a0

,

g1 > 0, g2 >
(a0 − a1)u1 + a1

(a0 − a1)u1 + a2

a2
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u
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(a)

v

u

O

A B

CD

E

F

(b)

v

u

E A B

FCD

O

(c)

Ðèñ. 1.1: Ôàçîâûå ïîðòðåòû òî÷å÷íîé ñèñòåìû u̇ = F (u, v), v̇ = εG(u, v), ãäå ε � 1 � ìàëûé

ïàðàìåòð. Ñïëîøíûå ëèíèè � 0-èçîêëèíû: EOF � ìåäëåííîãî óðàâíåíèÿ G(u, v) = 0, BCAD �

áûñòðîãî óðàâíåíèÿ F (u, v) = 0. Â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ 0-èçîêëèí,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñðåäà îáëàäàåò ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè: (a) Âîçáóäèìàÿ ñðåäà. O � óñòîé÷èâîå

ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû; ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ OA � âûâåäåíèå èç ðàâíîâåñèÿ ïðè âíåøíåì

âîçäåéñòâèè; æèðíàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ABCDO � òðàåêòîðèÿ äàëüíåéøåé ýâîëþöèè ñèñòåìû. Ïðè

ýòîì îòðåçîê AB ñîîòâåòñòâóåò ïåðåäíåìó, à CD � çàäíåìó ôðîíòàì âîëíû âîçáóæäåíèÿ. (b)

Àâòîêîëåáàòåëüíàÿ ñðåäà. O � íåóñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû; æèðíàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ

ABCD � ïðåäåëüíûé öèêë, îïèñûâàåìûé ñèñòåìîé ïðè àâòîêîëåáàíèè. (c) Áèñòàáèëüíàÿ ñðåäà. F

è E � òî÷êè óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèé; ïóíêòèðíûå ëèíèè EA è FC � âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ; ABF è

CDE � òðàåêòîðèè ïîñëåäóþùåãî ïåðåêëþ÷åíèÿ â äðóãîå ðàâíîâåñèå.
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• Ìîäåëü Áàðêëè, [25]

∂tu = ε−1u(1− u)

(
u− v + b

a

)
+ ∆u

∂tv = u− v (1.10)

• Ìîäåëü Àëèåâà-Ïàíôèëîâà [26], õîðîøî âîñïðîèçâîäÿùàÿ îñíîâíûå îñîáåííîñòè
èìïóëüñà âîçáóæäåíèÿ â ñåðäå÷íîé òêàíè:

∂tu = ∆u− ku(u− a)(u− 1)− uv;

∂tv = −
(
ε0 +

µ1v

u+ µ2

)
(v + ku(u− a− 1)) (1.11)

1.2 Ñâîéñòâà àâòîâîëí.

Àâòîâîëíû îáëàäàþò ìíîãèìè îñîáåííîñòÿìè, äåëàþùèìè èõ ðåçêî îòëè÷íûìè îò
âîëí â êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõ: îíè íå ñîõðàíÿþò ýíåðãèþ, íå óäîâëåòâîðÿþò
ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè, çàòî ñîõðàíÿþò ôîðìó è àìïëèòóäó [27]. Äëÿ íèõ íåò
ýôôåêòîâ èíòåðôåðåíöèè è îòðàæåíèÿ â îáû÷íîì âèäå, ñâÿçàííûõ ñ ïðèíöèïîì
ñóïåðïîçèöèè. Õîòÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíû ýôôåêòû ïîõîæèå íà îòðàæåíèå
è àííèãèëÿöèþ ñîëèòîíîâ [28]. Ïîæàëóé, åäèíñòâåííîå ñâîéñòâî, îáúåäèíÿþùåå
àâòîâîëíû ñ ëèíåéíûìè âîëíàìè � ýòî ïðèíöèï Ãþéãåíñà, ïîçâîëÿþùèé ãîâîðèòü
òàêæå î äèôðàêöèè àâòîâîëí.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ îòëè÷èòåëüíûõ ñâîéñòâ àêòèâíîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ åå
ðåôðàêòåðíîñòü � íåîáõîäèìîñòü íåêîòîðîãî âðåìåíè íà âîññòàíîâëåíèå ñâîéñòâ
ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ èìïóëüñà. Íà ïîðòðåòå 1.1(a) òî÷å÷íîé ñèñòåìû âîçáóäèìîé
ñðåäû ðåôðàêòåðíûé ó÷àñòîê îïèñûâàåòñÿ îòðåçêîì DO. Ñðàçó ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ
àâòîâîëíû, àêòèâíàÿ ñðåäà íàõîäèòñÿ â ðåôðàêòåðíîì ñîñòîÿíèè è íåñïîñîáíà ê
ïîâòîðíîìó ïðîâåäåíèþ âîëíû, íî ñî âðåìåíåì ñðåäà âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå
ñîñòîÿíèå è ñïîñîáíîñòü ïðîâîäèòü àâòîâîëíû âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ âîçìîæíî è ïðîâåäåíèå âîëíû äî ïîëíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñðåäû �
ñîñòîÿíèå îòíîñèòåëüíîé ðåôðàêòåðíîñòè, íî ñêîðîñòü åå ïðè ýòîì áóäåò íåñêîëüêî
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ìåíüøå â çàâèñèìîñòè îò ïðîøåäøåãî ñ ìîìåíòà ïðîõîæäåíèÿ ïðåäûäóùåé âîëíû
âðåìåíè. Òàê â ÐÄ-ìîäåëÿõ âîçáóäèìûõ ñðåä, îïèñàííûõ â ðàçäåëå 1.1, ñêîðîñòü
ðàñïðîñòðàíåíèÿ î÷åðåäíîé âîëíû îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ìåäëåííîé ïåðåìåííîé
v óñòàíîâèâøèìñÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïðåäûäóùåé [29]. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ ýòî ïðèâîäèò ê äèñïåðñèè � çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè
âîëí îò èõ ÷àñòîòû. Â [30] çàêîí äèñïåðñèè äëÿ ìîäåëüíîé ñðåäû Ðèíöåëÿ-Êåëëåðà
áûë ïîëó÷åí àíàëèòè÷åñêè. Åñëè âðåìÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïðåäûäóùåé âîëíû
ñëèøêîì ìàëî, òî ïðîâåäåíèå ïîñëåäóþùåé âîîáùå íåâîçìîæíî, òàê ÷òî ñóùåñòâóåò
ìèíèìàëüíûé âðåìåííîé èíòåðâàë ìåæäó ñîñåäíèìè âîëíàìè � âðåìÿ

àáñîëþòíîé ðåôðàêòåðíîñòè. Îäíàêî äàæå ïîñëå ïîëíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñðåäû,
ñêîðîñòü âîëíû â íåé íå ìîæåò ïðåâûñèòü íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé äëÿ

äàííîé ñðåäû âåëè÷èíû.
Â îäíîìåðíîé ñðåäå àâòîâîëíû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëèáî îäèíî÷íûé èìïóëüñ

îïðåäåëåííîé ôîðìû, ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ èìïóëüñîâ, äâèæóùèõñÿ ñ
íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ, çàâèñÿùåé îò èíòåðâàëîâ ìåæäó èìïóëüñàìè. Ïåðåéäåì ê
îïèñàíèþ àâòîâîëí â äâóìåðíûõ ñðåäàõ.

Èñòî÷íèêîì àâòîâîëí â àêòèâíîé ñðåäå ìîæåò ñëóæèòü íåêîòîðàÿ åå îáëàñòü,
íàçûâàåìàÿ ïåéñìåéêåðîì, èñïóñêàþùàÿ àâòîâîëíû ñ íåêîòîðûì ïåðèîäîì.
Ïåéñìåéêåð ñîçäàåò â ñðåäå êàðòèíó â âèäå êîëüöåâûõ âîëí ðàñõîäÿùèõñÿ èç
íåêîòîðîãî öåíòðà. Ïåðèîä ïåéñìåéêåðà îïðåäåëÿåòñÿ åãî ñîáñòâåííûìè ñâîéñòâàìè
è ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, íî íå ìåíüøå âðåìåíè àáñîëþòíîé ðåôðàêòåðíîñòè.
Ïðè íàëè÷èè â ñðåäå íåñêîëüêèõ ïåéñìåéêåðîâ ñ ðàçíûìè ïåðèîäàìè, íèçêî÷àñòîòíûå
ïîäàâëÿþòñÿ íàèáîëåå âûñîêî÷àñòîòíûìè [10].

Óæå â àêñèîìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ òèïà Âèíåðà-Ðîçåíáëþòà [13] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ðàçðûâ ïëîñêîé âîëíû âîçáóæäåíèÿ ïðè åå âñòðå÷å ñ íåâîçáóäèìûì ïðåïÿòñòâèåì
â ñðåäå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ñïèðàëüíîé àâòîâîëíû (äðóãèå íàçâàíèÿ:
ðåâåðáåðàòîð, àâòîâîëíîâîé âèõðü), âðàùàþùåéñÿ âîêðóã ýòîãî ïðåïÿòñòâèÿ. Ïîçæå
áûëî âûÿñíåíî, ÷òî ñïèðàëüíûå âîëíû âîçíèêàþò â ñõîäíûõ óñëîâèÿõ íå òîëüêî â
âîçáóäèìûõ, íî è â àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñðåäàõ [31]. Êðîìå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî íàëè÷èå
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ïðåïÿòñòâèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì è ñïèðàëüíàÿ âîëíà âîçíèêàåò òàêæå è ïðè
ñîçäàíèè ïîäõîäÿùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé [32].

Â ñïèðàëüíîé âîëíå îáðûâ åå ôðîíòà � êîí÷èê� âðàùàåòñÿ âîêðóã ôèêñèðîâàííîé
òî÷êè � öåíòðà ñïèðàëè ïî îêðóæíîñòè îïðåäåëåííîãî ðàäèóñà. Âíóòðü êðóãà,
îãðàíè÷åííîãî ýòîé îêðóæíîñòüþ, è íàçûâàåìîãî ÿäðîì, àâòîâîëíà íå ïðîíèêàåò.
Â âîçáóäèìîé ñðåäå ÿäðî îñòàåòñÿ íåâîçáóæäåííûì. Â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé
îäíîðîäíîé ñðåäû, ðàäèóñ ÿäðà, êàê è ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñïèðàëè, îïðåäåëÿþòñÿ
òîëüêî ñâîéñòâàìè ñàìîé ñðåäû, à íå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ôîðìà ñïèðàëüíîé
âîëíû âäàëè îò öåíòðà âðàùåíèÿ áëèçêà ê ýâîëüâåíòå îêðóæíîñòè � ãðàíèöû åå ÿäðà
[13].

Ñïèðàëüíàÿ âîëíà, âîçíèêøàÿ â ñðåäå, ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ â íåé
ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîëí, ïîõîæåé íà èñïóñêàåìóþ ïåéñìåéêåðîì,
íî â îòëè÷èå îò íåå èìåþùóþ ôèêñèðîâàííûé ïåðèîä, îïðåäåëåííûé ñâîéñòâàìè
ñàìîé ñðåäû. Â ñèëó ýòîãî ñïèðàëüíûå âîëíû íå ïîäàâëÿþò äðóã äðóãà, íî ìîãóò
âçàèìîäåéñòâîâàòü èíûì ñïîñîáîì, íàïðèìåð, âûçûâàÿ âçàèìíîå äâèæåíèå öåíòðîâ
äðóã äðóãà � äðåéô è èçìåíåíèå ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ [33]. Ê òîìó æå ðåçóëüòàòó
ïðèâîäèò è âçàèìîäåéñòâèå ñïèðàëüíîé âîëíû ñ ãðàíèöåé èëè íåîäíîðîäíîñòüþ ñðåäû
[34, 35, 36, 37], à òàêæå ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå ñâîéñòâ ñðåäû [38, 36].

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, íà ïîâåäåíèå ñïèðàëüíûõ âîëí ìîãóò
ñóùåñòâåííî âëèÿòü òîëüêî òå ñîáûòèÿ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò âáëèçè ÿäðà. Ýòî
ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè òèïè÷íî äëÿ àâòîâîëíîâûõ âèõðåé â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ,
âêëþ÷àÿ êàê âîçáóäèìûå, òàê è àâòîêîëåáàòåëüíûå ñðåäû. Õîòÿ îíî íèêîãäà
íå áûëî äîêàçàíî ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè à òîëüêî ïîñòóëèðîâàíî, ýòî ñâîéñòâî
ïîçâîëÿåò ñîçäàòü àñèìïòîòè÷åñêèå òåîðèè àâòîâîëíîâîé äèíàìèêè, îáðàùàÿñü
ñ íèìè êàê ñ êâàçè÷àñòèöàìè â äâóõ èçìåðåíèÿõ [39], èëè íèòÿìè âèõðÿ
â òðåõ èçìåðåíèÿõ [40, 41]. Îäíàêî, ýòè òåîðèè îïåðèðóþò ñèíãóëÿðíûìè
èíòåãðàëàìè, ñõîäèìîñòü êîòîðûõ â ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ îñòàåòñÿ îòêðûòûì
âîïðîñîì è çàâèñèò îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñïèðàëüíîé
âîëíû ê óäàëåííûì ñîáûòèÿì. Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî ýòîé
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÷óâñòâèòåëüíîñòè îãðàíè÷åíû ñëó÷àåì àâòîêîëåáàòåëüíîé ìîäåëè, îïèñûâàåìîé
óðàâíåíèåì Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó. Âçàèìîäåéñòâèå âèõðåé â ýòîé ìîäåëè ñ ãðàíèöàìè
è íåîäíîðîäíîñòÿìè ñðåäû è äðóã ñ äðóãîì ðàññìàòðèâàëîñü â [42, 43, 44], è áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ÷óâñòâèòåëüíîñòü óáûâàåò ñ ðàññòîÿíèåì ïî ýêñïîíåíòå.

Ðàçëè÷íûå àâòîâîëíîâûå ðåæèìû, òàêèå êàê ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïëîñêèå èëè
ñïèðàëüíûå âîëíû, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â àêòèâíîé ñðåäå íå âñåãäà, à ëèøü ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû ýòîé ñðåäû. Âèíôðè [45] ïîñòðîèë (ïóòåì
÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà) äèàãðàììó â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ (ε, β) êóáè÷íîé
ìîäåëè ÔèòöÕüþ-Íàãóìî (1.8) ïðè δ = 0, γ = 1/2. Íà äèàãðàììå ïðåäñòàâëåíû
ëèíèÿ ∂P , îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ èìïóëüñîâ
â îäíîìåðíîé ñðåäå è ñîîòâåòñòâåííî ïëîñêèõ àâòîâîëí â äâóìåðíîé; ãðàíèöà ðîòîðîâ
∂R, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñïèðàëüíûõ âîëí, ãðàíèöû ìåàíäðà ∂M

è ãèïåðìåàíäðà ∂C, îãðàíè÷èâàþùèå îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äâóïåðèîäè÷åñêèõ è
áîëåå ñëîæíûõ ðåæèìîâ. Àíàëîãè÷íàÿ äèàãðàììà äëÿ ìîäåëè Áàðêëè (1.10) áûëà
ïîñòðîåíà â [46].

Åùå áîëüøåå ðàçíîîáðàçèå êàðòèí ìîæåò âîçíèêàòü â òðåõìåðíûõ àêòèâíûõ
ñðåäàõ. Ïðÿìûì îáîáùåíèåì ñïèðàëüíîé âîëíû íà òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ
ñâèòîê, ó êîòîðîãî âðàùåíèå ïðîèñõîäèò âîêðóã íåêîòîðîé ïðÿìîé � íèòè. Îäíàêî
íèòü ñâèòêà ìîæåò áûòü è ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì èñêðèâëåíà è, âîçìîæíî, çàìêíóòà,
à ôàçà âðàùåíèÿ ñâèòêà ìîæåò ìåíÿòüñÿ âäîëü íèòè (â ýòîì ñëó÷àå ñâèòîê íàçûâàåòñÿ
ñêðó÷åííûì) [40, 41]. Ñóùåñòâóþò îïðåäåëåííûå òîïîëîãè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ [47, 48,
49, 50], ñóùåñòâåííî ñîêðàùàþùèå ðàçíîîáðàçèå òðåõìåðíûõ ñòðóêòóð, íàïðèìåð íå
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü îäèíî÷íûé ñêðó÷åííûé êîëüöåâîé ñâèòîê.

Ñïèðàëüíûå è ñâèòêîâûå âîëíû íàáëþäàëèñü â ìíîãî÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ
ñ àêòèâíûìè ñðåäàìè ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Âàæíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñåðäå÷íàÿ
òêàíü [27, 51]. Èìåííî âîëíû âîçáóæäåíèÿ çàñòàâëÿþò ñåðäå÷íóþ ìûøöû ñîêðàùàòüñÿ
è âûïîëíÿòü ñâîþ ôóíêöèþ. Âîçíèêàþò îíè â ñïåöèàëüíîì ïåéñìåéêåðå � òàê
íàçûâàåìîì ñèíóñîâîì óçëå. Ïðè íåêîòîðûõ ïàòîëîãèÿõ âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå â
ñåðäöå àâòîâîëíîâûõ âèõðåé ðèåíòðè, êîòîðûå èñïóñêàþò âîëíû çíà÷èòåëüíî áîëåå
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âûñîêîé ÷àñòîòû è ïîäàâëÿþò ñèíóñîâûé óçåë. Ýòî ïðèâîäèò ê îïàñíûì äëÿ æèçíè
òàõèêàðäèÿì è ôèáðèëëÿöèÿì (áåñïîðÿäî÷íûì ñîêðàùåíèÿ ñåðäöà). Ìåòîäû áîðüáû
ñ íèìè � âûñîêîâîëüòíàÿ è íèçêîâîëüòíàÿ äåôèáðèëëÿöèè [52] � îñíîâàíû íà
çàêîíîìåðíîñòÿõ äâèæåíèÿ àâòîâîëí è ñòèìóëèðóþò èõ èçó÷åíèå.

1.3 Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ àâòîâîëí.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, íàèáîëåå àäåêâàòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì àêòèâíûõ ñðåä
ÿâëÿþòñÿ ÐÄ-ñèñòåìû. Îäíàêî ýòî äîâîëüíî ñëîæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ïîëíîå
åå èññëåäîâàíèå âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî. Íàïðèìåð, äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷åíî òî÷íûõ
ðåøåíèé êàêîé-ëèáî ÐÄ-ñèñòåìû â âèäå ñïèðàëüíîé âîëíû. Ïîýòîìó àêòóàëüíî
ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Óêàæåì íåêîòîðûå òàêèå ìåòîäû,
êîòîðûå áëèçêè ê òåìå äàííîé ðàáîòû ìåòîäè÷åñêè èëè äàþò ðåçóëüòàòû â ñðàâíèìûõ
òåðìèíàõ.

Îáîáùåíèåì ïðèáëèæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè äëÿ ëèíåéíûõ âîëí ÿâëÿåòñÿ
ìåòîä äèôôóçèè àâòîâîëí [53, 54]. Îñíîâíîå óðàâíåíèå ýòîãî ìåòîäà ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â òåðìèíàõ âîëíîâîãî âåêòîðà k = ∇φ, ãäå φ � ôàçà, è èìååò âèä:

∂tk = grad
(
−ω(k2) + P (k2) div k +Q(k2)

(
k, grad(k2)

)) (1.12)

Çäåñü ω � ÷àñòîòà àâòîâîëíû, P (k2) íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïîïåðå÷íîé

äèôôóçèè, à R(k2) = P (k2)+2k2Q(k2) � êîýôôèöèåíòîì ïðîäîëüíîé äèôôóçèè. Ýòè
êîýôôèöèåíòû îïèñûâàþò äèôôóçèþ ôàçû àâòîâîëíû îáóñëîâëåííóþ èçìåíåíèåì
íàïðàâëåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà k (ïîïåðå÷íàÿ äèôôóçèÿ) è åãî âåëè÷èíû
(ïðîäîëüíàÿ äèôôóçèÿ). Ïîïåðå÷íàÿ äèôôóçèÿ ïðîèñõîäèò âäîëü âîëíîâîãî
ôðîíòà è îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè àâòîâîëí îò êðèâèçíû ôðîíòà.
Ïðîäîëüíàÿ äèôôóçèÿ, íàïðîòèâ, ïðîèñõîäèò âäîëü íàïðàâëåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà
â íàïðàâëåíèè îðòîãîíàëüíîì ê ôðîíòó è âìåñòå ñ äèñïåðñèîííûì ÷ëåíîì ω îòâå÷àåò
â ÷àñòíîñòè çà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò ÷àñòîòû ñëåäîâàíèÿ âîëí.

Ê âîëíàì âîçáóæäåíèÿ ïðèìåíèìû ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èçó÷åíèè äâèæåíèÿ
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ôðîíòà âîëíû, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è íà åäèíèöó. Îòìåòèì
ñðåäè íèõ ìåòîä ñâîáîäíîé ãðàíèöû [3, 55, 56, 57, 58] è êèíåìàòè÷åñêèé ïîäõîä

[1, 2, 59, 60]. Â îñíîâå îáîèõ óêàçàííûõ ìåòîäîâ ëåæèò çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ àâòîâîëíîâîãî ôðîíòà îò åãî êðèâèçíû, àíàëîãè÷íàÿ ñîîòíîøåíèþ
(1.5) äëÿ âîëíû ïåðåêëþ÷åíèÿ, â êîòîðîì, îäíàêî, D ÿâëÿåòñÿ òåïåðü íåêîòîðîé
ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé ñðåäû.

Îñíîâíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè ìåòîäàìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä
ôðîíòîì. Â ìåòîäå ñâîáîäíîé ãðàíèöû ðàçëè÷àþò ïåðåäíèé è çàäíèé ôðîíòû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîöåññàì íàðàñòàíèÿ âîçáóæäåíèÿ (ó÷àñòîê OB äèàãðàììû 1.1(a))
� ïåðåäíèé ôðîíò è åãî ñïàäà (ó÷àñòîê CD) � çàäíèé ôðîíò. Ýòè äâå êðèâûå
äåëÿò ñðåäó íà âîçáóæäåííàÿ îáëàñòü (ó÷àñòîê BC) è îáëàñòü ïîêîÿ (ó÷àñòîê
DO). Ïåðåäíèé è çàäíèé ôðîíòû ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå îáðûâà âîëíû. Ïîíÿòíî, ÷òî
ïåðåäíèé è çàäíèé ôðîíòû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â îáëàñòÿõ ñ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèåì
v, à çíà÷èò, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ñîîòâåòñòâóþùèå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ïëîñêîãî ôðîíòà òàêæå ðàçëè÷íû. Â èòîãå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ
ôðîíòîâ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ è ðåøàòü èõ ÷èñëåííî. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
â ìåòîäå ñâîáîäíîé ãðàíèöû, áóäóò îáñóæäàòüñÿ â ðàçäåëå 5.1.5, ïîñâÿùåííîì èõ
ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Â êèíåìàòè÷åñêîì ïîäõîäå, êîòîðûé áóäåò áîëåå ïîäðîáíî îáñóæäàòüñÿ â
ðàçäåëå 1.4, â êà÷åñòâå ôðîíòà âûáèðàåòñÿ íåêàÿ óñëîâíàÿ ëèíèÿ, çàìåíÿþùàÿ ñîáîé
êàê ïåðåäíèé, òàê è çàäíèé ôðîíòû, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ áëèçêî ëåæàùèìè.
Îáðûâ ôðîíòà � êîí÷èê � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â ýòîì ñëó÷àå îñîáóþ òî÷êó, äëÿ
êîòîðîé íåîáõîäèìî âûïèñûâàòü äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íåñìîòðÿ íà èäåîëîãè÷åñêóþ áëèçîñòü êèíåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà è
ìåòîäà ñâîáîäíîé ãðàíèöû, êîòîðûå äàæå èñïîëüçóþò îáùåå óðàâíåíèå (1.14), ìåòîä
ñâîáîäíîé ãðàíèöû îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè âîëíû âîçáóæäåíèÿ èìåþùåé ðåçêèå
ïåðåäíèé è çàäíèé ôðîíòû, è îïèñàíèå ïðîâîäèòñÿ â òåðìèíàõ äâèæåíèÿ ýòèõ äâóõ
ôðîíòîâ. Õîòÿ ïîíÿòèå êðóòîãî ïåðåäíåãî ôðîíòà âïîëíå óìåñòíî ïðè îïèñàíèè
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ñåðäå÷íîé âîëíû âîçáóæäåíèÿ, ïîíÿòèå çàäíåãî ôðîíòà äîâîëüíî ñîìíèòåëüíî,
êîí÷èê çäåñü íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñîåäèíåíèÿ ïåðåäíåãî è çàäíåãî ôðîíòîâ è
ìåòîä ñâîáîäíîé ãðàíèöû âîîáùå åäâà ëè ïðèìåíèì ê ñåðäå÷íîé òêàíè. Íàïðîòèâ,
êèíåìàòè÷åñêèé ïîäõîä íå íóæäàåòñÿ íè â ÷åòêîì çàäíåì, íè äàæå â ïåðåäíåì ôðîíòå,
à òîëüêî ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ãðåáåíü âîëíû îñòàåòñÿ ãëàäêèì è ïðîôèëü èìïóëüñà
ïîïåðåê ýòîé ëèíèè âîçìóùàåòñÿ ñëàáî, à ýòè óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûì
ñîñòîÿíèÿì â ñåðäå÷íîé òêàíè.

Ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äëÿ êèíåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà õàðàêòåðíî
èñïîëüçîâàíèå íàòóðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ëèíèè ôðîíòà âìåñòî
ïðèíÿòûõ â ìåòîäå ñâîáîäíîé ãðàíèöû óðàâíåíèé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Â êëàññè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå [61, 62], êèíåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ ê
ÐÄ-ñèñòåìå c äèôôóçèåé òîëüêî îäíîé êîìïîíåíòû è ñèëüíî ðàçëè÷àþùèìèñÿ
õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè äëÿ áûñòðîé è ìåäëåííîé ïåðåìåííûõ (ñèñòåìà òèïà (1.8)
ñ δ = 0 è ε � 1). Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò D â óðàâíåíèè ýéêîíàëà (1.5) ñíîâà
ïðèîáðåòàåò ñìûñë åäèíñòâåííîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè. Â [63, 64] ïðåäëîæåíî
îáîáùåíèå êèíåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà íà ñëó÷àé ñðåä ñ äèñïåðñèåé. Îêàçàëîñü, ÷òî
è â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ îò êðèâèçíû îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì (1.5), òîëüêî òåïåðü D ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìåííîãî èíòåðâàëà ìåæäó
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðîõîæäåíèÿìè âîëíîâîãî ôðîíòà ÷åðåç òî÷êó (äëÿ ñïèðàëüíîé
âîëíû � åå ÷àñòîòû). Â [64] ïîëó÷åí âèä ýòîé ôóíêöèè îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àåâ δ = 0 è
δ = 1.

Ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óäàåòñÿ èñêëþ÷èòü èç óðàâíåíèé íå òîëüêî
ïðîôèëè ïåðåìåííûõ ñðåäû ïîïåðåê âîëíîâîãî ôðîíòà, íî è ñàìó ôîðìó ôðîíòà
è ñâåñòè çàäà÷ó î ñïèðàëüíûõ âîëíàõ ê äâèæåíèþ êâàçè÷àñòèö íà ïëîñêîñòè [39],
à çàäà÷ó î ïîâåäåíèè òðåõìåðíîãî àâòîâîëíîâîãî âèõðÿ ê äâèæåíèþ åãî íèòÿìè â
ïðîñòðàíñòâå [40, 41], êàê óæå óïîìèíàëîñü â ðàçäåëå 1.2.
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1.4 Êèíåìàòè÷åñêèé ïîäõîä.

Êèíåìàòè÷åñêèé ïîäõîä äëÿ âîçáóäèìûõ ñðåä ðàçðàáàòûâàëñÿ Ìèõàéëîâûì,
Äàâûäîâûì, Çûêîâûì è äðóãèìè, íà÷èíàÿ ñ 1980 ãîäà [61, 62]. Òåðìèí
�êèíåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå� ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî âñÿ ëåæàùàÿ â åãî îñíîâå ôèçèêà
ñêîíöåíòðèðîâàíà â íåñêîëüêèõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ êîíñòàíòàõ, îïðåäåëÿþùèõ
çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò êðèâèçíû, ïîñëå ÷åãî ïðåäñêàçàíèå äâèæåíèÿ âîëíû
ñòàíîâèòñÿ ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷åé â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ïîñêîëüêó
ðàçâèòèå èìåííî ýòîãî ïîäõîäà ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå äàííîé ðàáîòû, îñòàíîâèìñÿ
ïîäðîáíåå íà åãî êëàññè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå.

Ïîäõîä îñíîâàí íà äâóõ ãëàâíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:

(A) âîëíû âîçáóæäåíèÿ ïðîõîäÿò ðåäêî, òàê, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå ñëåäóþùåé âîëíû
íåçàâèñèìî îò ïðåäûäóùåé;

(B) âîëíû ïî÷òè ïëîñêèå, òî åñòü êðèâèçíû èõ ôðîíòîâ ìàëû.

Ôàêòè÷åñêè, ýòî îçíà÷àåò áëèçîñòü ñèñòåìû â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ê
ãðàíèöå ðîòîðîâ ∂R íà äèàãðàììå Âèíôðè [45]. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîé
âàæíîñòè êèíåìàòè÷åñêîé òåîðèè, òàêèå ïðåäïîëîæåíèå ìîãóò ïîêàçàòüñÿ
äîâîëüíî ýêçîòè÷åñêèì. Îäíàêî, ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ñåðäå÷íîé òêàíè, ýòî
ñîîòâåòñòâóåò ïîíèæåííîé âîçáóäèìîñòè è/èëè óêîðî÷åííîìó ïîòåíöèàëó äåéñòâèÿ
è ðåôðàêòåðíîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòÿìè íåêîòîðûõ ïàòîëîãè÷åñêèõ
ñîñòîÿíèé, à ýòî äåëàåò ýòîò ïðåäåë èíòåðåñíûì è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.
Íàïðèìåð, ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû Åôèìîâà è äð. [65] ñ ìîäåëüþ æåëóäî÷íîé
òêàíè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïåðåõîä ÷åðåç ãðàíèöó ìåàíäðà ∂M (êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïóòåì
âåäóùèì ê ãðàíèöå ∂R) ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè ñîêðàùåíèè ÷èñëà ðàáîòàþùèõ Na-
êàíàëîâ, à òàêîå ñîêðàùåíèå, êàê èçâåñòíî, êîððåëèðóåò ñ íåêîòîðûìè ñåðäå÷íûìè
ïàòîëîãèÿìè, òàêèìè êàê èøåìèÿ è âëèÿíèåì íåêîòîðûõ ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ.

Ïðè óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ êèíåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ñâîäèò îïèñàíèå
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ê îïèñàíèþ äâèæåíèÿ èõ ôðîíòîâ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ôðîíò
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èìååò ñâîáîäíûé êîíåö, íàçûâàåìûé îáðûâîì âîëíû èëè êîí÷èêîì. Ôîðìà êðèâîé,
ñ òî÷íîñòüþ äî åå ìåñòîïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè, ìîæåò áûòü îïèñàíà â òåðìèíàõ
åå �íàòóðàëüíîãî óðàâíåíèÿ�, K(s, t), ãäå s � äëèíà, èçìåðåííàÿ âäîëü êðèâîé îò åå
ñâîáîäíîãî êîíöà, K � åå êðèâèçíà, è t � âðåìÿ. Åñëè èçâåñòíû òàêæå íîðìàëüíàÿ
ñêîðîñòü âîëíîâîãî ôðîíòà â êàæäîé åãî òî÷êå V (s, t) è êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòà
ñêîðîñòè êîí÷èêà G(t), òî óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ýâîëþöèþ êðèâèçíû ìîæíî
ïîëó÷èòü ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêè [1, 2]. Îíî èìååò âèä:

∂2V

∂s2
+
∂K

∂s

 s∫
0

K(s, t)V (s, t)ds−G

 +K2V +
∂K

∂t
= 0 (1.13)

Ïðåäïîëîæåíèÿ (A) è (B) ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòü ôðîíòà â êàæäîé
òî÷êå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åãî êðèâèçíîé â ýòîé òî÷êå, à ñêîðîñòü êîí÷èêà �
ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì êðèâèçíû íà êîí÷èêå K0 = lim

s→0
K(s)

�Êëàññè÷åñêèé� êèíåìàòè÷åñêèé ïîäõîä [1, 2] îñíîâàí íà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîì
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòè çàâèñèìîñòè èìåþò âèä

V (s, t) = V∗ −DK(s, t) (1.14)
G(t) = γ(Kc −K(0, t)) (1.15)

Çäåñü V∗, Kc, γ è D � êîíñòàíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ñâîéñòâà ñðåäû. Â ÷àñòíîñòè V∗
� ñêîðîñòü ïëîñêîé âîëíû.

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé ñïèðàëüíîé âîëíû, åå íàòóðàëüíîå óðàâíåíèå K(s) íå
èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, òàê ÷òî dK/dt = 0. Åñëè ïîëîæèòü òàêæå G = 0, êàê â [1, 2],
è ïðîèíòåãðèðîâàòü (1.13) ïî s, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

K(s)

 s∫
0

K(s) (V∗ −DK(s)) ds−G

−D
dK

ds
= ω (1.16)

Ìîæíî ïîêàçàòü [1], ÷òî ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ω � óãëîâàÿ ÷àñòîòà âðàùåíèÿ
âîëíû.

Ýòè óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ñâîáîäíîì êîíöå
Â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ýâîëþöèè êðèâèçíû êîí÷èêà
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èìååò âèä
∂tK0 = G∂sK0, (1.17)

Óðàâíåíèå (1.14) èçâåñòíî âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ôèçèêè, íàïðèìåð, â òåîðèè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè è ðîñòà êðèñòàëëîâ (ñì. ññûëêè â [3]), à äëÿ èìïóëüñîâ
âîçáóæäåíèÿ â ñèñòåìàõ ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ îíî áûëî ïîëó÷åíî, íàïðèìåð Êóðàìîòî
[66]. Óðàâíåíèå (1.15) áûëî ñíà÷àëà ïðåäëîæåíî èç ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé;
â [1, 2] îíî áûëî îáîñíîâàíî ìåòîäîì âîçìóùåíèé, ïîäîáíûì èñïîëüçóåìîìó Êóðàìîòî
[66], ñòàðòóÿ ñ ðåøåíèÿ â âèäå îáîðâàííîé ïëîñêîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ
â íàïðàâëåíèè, îðòîãîíàëüíîì ê íåé ñàìîé, è ïðåíåáðåãàÿ, íà íåêîòîðîì ýòàïå,
èçìåíåíèåì êðèâèçíû âäîëü âîëíû. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â ýòîé ñèñòåìå (1.17)
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñîìíèòåëüíûì ìåñòîì â ñóùåñòâóþùåé òåîðèè; êàê ïðåäñòàâëåíî
â [2], îíî ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè ïðîèçâîëüíûì ïðåäëîæåíèåì, íåîáõîäèìûì ÷òîáû
çàìêíóòü ñèñòåìó óðàâíåíèé. Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, óðàâíåíèå (1.17) ìîæíî
óäîâëåòâîðèòü äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè; îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

G = 0 ⇒ K(0) = Kc, (1.18)

Óðàâíåíèÿ (1.13), (1.16) ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èñïîëüçîâàëèñü
äëÿ èçó÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â
âîçáóäèìûõ ñðåäàõ, îáçîð ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â [1, 2]. Â ÷àñòíîñòè â [67]
ðàññìîòðåíû ñòàöèîíàðíî âðàùàþùèåñÿ âîëíû â êðóãëîé ñðåäå ìàëîãî ðàäèóñà,
à â [36] � äðåéô ñïèðàëüíîé âîëíû ïðè âíåøíåì âîçäåéñòâèè, êîòîðîå, ïðàâäà,
îãðàíè÷èâàåòñÿ ñëó÷àÿìè îäíîðîäíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ êðèòè÷åñêîé
êðèâèçíû Kc èëè åå ïîñòîÿííîãî ãðàäèåíòà. Ïîäòâåðæäåíèå íåêîòîðûõ âûâîäîâ,
ïîëó÷åííûõ ïðè ïîìîùè êèíåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà, áûëî ïîëó÷åíî â ÷èñëåííîì
ýêñïåðèìåíòå [60]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ êèíåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ è
äëÿ èçó÷åíèÿ äðóãèå àâòîâîëíîâûõ îáðàçîâ â âîçáóäèìûõ ñðåäàõ, îòëè÷íûõ îò
ñïèðàëüíûõ âîëí [59].

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îáà ïðåäïîëîæåíèÿ (A) è (B) òðåáóþò, ÷òîáû êðèòè÷åñêàÿ
êðèâèçíà Kc áûëà ìàëà. Òàê, ýòî - ïðÿìîå ñëåäñòâèå (B), ïîñêîëüêó êðèòè÷åñêàÿ

26



êðèâèçíà � êðèâèçíà ôðîíòà èìïóëüñà â åãî êîí÷èêå ïî óðàâíåíèþ (1.18). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì [1, 2, 67] è êàê ìû óâèäèì â ðàçäåëå 3.3.1, áîëüøîé
ðàäèóñ ÿäðà, òðåáóåìûé (A), ìîæåò òàêæå áûòü ðåàëèçîâàí, òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì Kc.

Â [68] áûëî ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå êèíåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà äëÿ âîëí
âîçáóæäåíèÿ íà èñêðèâëåííîé ïîâåðõíîñòè, â [69] äëÿ àíèçîòðîïíîé ñðåäû, à â
[80, 70] äëÿ òðåõìåðíûõ àâòîâîëíîâûõ ñòðóêòóð. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àÿå óðàâíåíèÿ
äëÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà (1.14) è äëÿ ñêîðîñòè ïðîðîñòàíèÿ (1.15)
çàìåíÿþòñÿ íà

V = V∗ − 2DH (1.19)
G = γ1(2H −Kc)− γ2κ (1.20)

ãäå H � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ôðîíòà, κ � ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ëèíèè
îáðûâà, à γ1,2 � äâå íîâûõ êîíñòàíòû ñðåäû.
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Ãëàâà 2

Âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèé

2.1 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äâóìåðíîé êèíåìàòèêè.

2.1.1 Îáîçíà÷åíèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà �ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ� íà ïëîñêîñòè,

∂tu = D̂∆u+ f(u) + δf(u), (2.1)

ãäå u ∈ Rl, l ≥ 2 � âåêòîð-ñòîëáåö ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ f + δf ∈ Rl îïèñûâàåò
ëîêàëüíóþ êèíåòèêó, D̂ � ìàòðèöà l× l êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè, è ∆ � äâóìåðíûé
îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî cèñòåìà (2.1) ÿâëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì ñèñòåìû ñïåöèàëüíîãî
âèäà

∂tu = D̂∆u+ f(u), δf = εf1, ε� 1, (2.2)
èìåþùåé àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå u∗ â âèäå âîëíû ñ îáðûâîì, ñ íîðìàëüíîé ñêîðîñòüþ
(ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ) v∗ è áîêîâîé ñêîðîñòüþ (ñêîðîñòüþ �ïðîðàñòàíèÿ�) g∗,

u(x, y, t) = u∗(x− v∗t, y − g∗t) (2.3)

Êîîðäèíàòà η = y − g∗t âûáðàíà òàê, ÷òîáû âîëíà ëåæàëà ïðè η > 0. (2.3) �
íàèáîëåå îáùàÿ ôîðìà ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ â âèäå ïîëóâîëíû ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè
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óðàâíåíèÿ ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ (2.2). Òî ÷òî ýòî íå ïðîèçâîëüíîå äâóìåðíîå ðåøåíèå,
à èìåííî ïëîñêàÿ ïîëóâîëíà îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè:

u∗(ξ, η) → ū∗(ξ), η → +∞

ū∗(ξ) → u0, ξ → ±∞ (2.4)

ò.å. âäàëè îò îáðûâà ïîëóâîëíà ïåðåõîäèò â ïëîñêóþ âîëíó ñ ïðîôèëåì óåäèíåííîãî
èìïóëüñà ū∗(ξ) ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â ñðåäå ñ ñîñòîÿíèåì ïîêîÿ u0. *ñîîòâåòñòâåííî
ê ū∗ è v∗.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) â âèäå ñëàáî âîçìóùåíîé è ïëàâíî èçîãíóòîé
ïîëóâîëíû. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò (s, p), ñâÿçàííóþ ñ ôðîíòîì (ñì. ðèñ. 2.1(a)),

r = R(s, t) + qN(s, t), (2.5)
ãäå R(s, t) � óðàâíåíèå ôðîíòà, N(s, t) � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ôðîíòó â ñòîðîíó
ðàñïðîñòðàíåíèÿ, à s � äëèíà âäîëü ôðîíòà îò òî÷êè îáðûâà. Ââåäåì òàêæå
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåëè÷èí, ñâÿçàíûõ ñ ôèêñèðîâàíîé òî÷êîé â êîîðäèíàòàõ
(2.5) (ñì. ðèñ. 2.1(b)): T = ∂sR � åäèíè÷íàÿ êàñàòåëüíàÿ ê ôðîíòó, K = −∂sT ·N �
åãî êðèâèçíà, V = ∂tR ·N � íîðìàëüíàÿ, G = ∂tR ·T � êàñàòåëüíàÿ è ω = −∂tN ·T

� óãëîâàÿ ëîêàëüíûå ñêîðîñòè åãî äâèæåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî

ω = − (∂tN)T = −∂t(NT) + N(∂tT) = N (∂tRs) = (N (∂tR))s −Ns · (∂tR) = Vs −KG

(2.6)
Èñêîìîå ðåøåíèå

u(s, q, t) = u∗(s, q) + δu(s, q, t), δu = εu1. (2.7)

Äëÿ ðÿäà çàäà÷ î äâèæåíèè âîëíû âîçáóæäåíèÿ íåñóùåñòâåííî çíàíèå ôóíêöèè
u, òàê êàê ôóíêöèÿ R(s, t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò è ôîðìó ôðîíòà è õàðàêòåðèñòèêè
äâèæåíèÿ (ñêîðîñòü ôðîíòà; ÷àñòîòó è öåíòð âðàùåíèÿ ñïèðàëüíîé âîëíû è ò.ï.). Êàê
óæå óêàçûâàëîñü â ãëàâå 1, èìåííî îïðåäåëåíèå ôóíêèè R(s, t) ñîñòàâëÿåò ñóùíîñòü
êèíåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà. Â ýòîé ãëàâå ìû ñôîðìóëèðóåì ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó
äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêèè R(s, t).
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Ðèñ. 2.1: Êèíåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå äâèæåíèÿ ëèíèè ãðåáíÿ. (a) Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû,

ñâÿçàííûå ñ ëèíèåé ãðåáíÿ, ïîêàçàííîé æèðíîé ëèíèåé. O � íà÷àëî êîîðäèíàò; B � òî÷êà îáðûâà

âîëíû (êîí÷èê); C � òî÷êà ëèíèè ãðåáíÿ íà ðàññòîÿíèè s îò êîí÷èêà; R � åå ðàäèóñ-âåêòîð; T

è N � êàñàòåëüíûé è íîðìàëüíûé åäèíè÷íûå âåêòîðû; P � òî÷êà ïëîñêîñòè íà ðàññòîÿíèè q îò

Câ íàïðàâëåíèè âåêòîðà N; r � åå ðàäèóñ-âåêòîð. Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (s, q) � êðèâîëèíåéíûå

êîîðäèíàòû òî÷êè P . (b) Ñêîðîñòè, ñâÿçàííûå ñ äâèæóùåéñÿ ëèíèåé ãðåáíÿ. Ñïëîøíàÿ æèðíàÿ

ëèíèÿ � ïîëîæåíèå ãðåáíÿ â ïðåäøåñòâóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t, à øòðèõîâàÿ æèðíàÿ ëèíèÿ � â

ïîñëåäóþùèé ìîìåíò t′ = t + dt. Òî÷êà C ñ íåêîòîðîé êîîðäèíàòîé s ïåðåìåùàåòñÿ â òî÷êó C ′ ñî

ñêîðîñòüþ V íîðìàëüíî ê ëèíèè ãðåáíÿ è G âäîëü ýòîé ëèíèè, à íàïðàâëåíèå ëèíèè ãðåáíÿ â ýòîé

òî÷êå ïîâåðíóëîñü íà óãîë dα = (ω +GK)dt
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2.1.2 Âûâîä çàêîíîâ äâèæåíèÿ ôðîíòà è åãî îáðûâà.

Âûðàçèì îñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû â ñèñòåìå êîîðäèíàò (2.5), äåéñòâóÿ
àíàëîãè÷íî [40]. Äëÿ ýòîãî, ïðåæäå âñåãî, áóäåì èñêàòü îïåðàòîð ãðàäèåíòà,
ïðèìåíåííûé ê ïðîèçâîëüíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè âåêòîðíîãî àðãóìåíòà v(r) â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

∇v = αT + βN (2.8)
ñ íåèçâåñòíûìè ïîêà êîýôôèöèåíòàìè α è β. Äèôôåðåíöèðóÿ (2.8) ñ ó÷åòîì (2.5) è
óðàâíåíèé Ôðåíå

∂sR = T, ∂sT = KN, ∂sN = −KT (2.9)
ïîëó÷èì

vs = ∇v · rs = ∇v · (T + qKT) = α(1 + qK)

vq = ∇v · rq = ∇v ·N = β (2.10)

÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè α è β. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â (2.8), ïîëó÷àåì
îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà:

∇v =
1

1 + qK
vsT + vqN (2.11)

Ïðåæäå ÷åì íàéòè ëàïëàññèàí, íàéäåì äèâåðãåíöèè âåêòîðîâ T è N, êîòîðûå
çàâèñÿò òîëüêî îò êîîðäèíàòû âäîëü ôðîíòà s. Âîîáùå ãîâîðÿ,

∇~a(s) = ~as∇s =
1

1 + qK
T~as (2.12)

è â ÷àñòíîñòè
∇T = 0, ∇N =

K

1 + qK
(2.13)

Òàê ÷òî ëàïëàñèàí ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∆v = ∇
[

1

1 + qK
vsT + vqN

]
= vqq +

1

(1 + qK)2
vss +

K

1 + qK
vq −

qKs

(1 + qK3
vs (2.14)

Íàêîíåö, ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè

∂t → ∂t − (∂tr) · ∇ = ∂t −
1

1 + qK
[(∂tR)T + q (∂tN)T] ∂s − (∂tR)N∂q (2.15)
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Èñïîëüçîâàâ ïîëó÷åííûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû (2.14), (2.15) â óðàâíåíèè
(2.1) è ïîäñòàâèâ (2.7), ïîëó÷èì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî δu

∂tu1 = L̂u1 + h(s, q, t), (2.16)

ãäå ñâîáîäíûé ÷ëåí h áóäåò âûïèñàí íåñêîëüêî ïîçæå, à ëèíåéíûé îïåðàòîð L̂ íå
çàâèñèò îò âðåìåíè è èìååò âèä:

L̂ = B̂(s, q) + D̂(∂2
s + ∂2

p) + v∗∂q + g∗∂s,

(B̂)ij = (∂fi/∂uj)u=u∗(s,q) (2.17)

Â ñèëó òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè (2.1), ó L̂ åñòü äâóõêðàòíîå íóëåâîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå, ñ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè

Ψ1 = ∂pu∗(p, s), Ψ2 = ∂su∗(p, s),

L̂Ψ1 = L̂Ψ2 = 0, (2.18)

ïðè÷åì âäàëè îò êîí÷èêà, âîçìóùåíîå ðåøåíèå ïðèíèìàåò ôîðìó ïëîñêîé âîëíû:

Ψ1(s, q) → Φ1(q) ≡ ∂qū∗(q), s→ +∞,

Ψ1(s, q) → 0, s→ −∞,Φ1(q) → 0, q → ±∞, (2.19)
Ψ2(s, q) → 0, s→ ±∞, Ψ2(s, q) → 0, q → ±∞.

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ïðåäåëû äîñòèãàþòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî.
Ìû èùåì ðåøåíèå, ó êîòîðîãî îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε çàâèñèò íå òîëüêî ïðîôèëü â

ñèëó (2.7), íî è ôîðìà ôðîíòà. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ìîæåò îêàçàòñÿ ðàçëè÷íîé â ðàçíûõ
ñèòóàöèÿõ. Îäíàêî äëÿ ïðîñòîòû ìû çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé âèä çàâèñèìîñòè,
êîòîðûé, êàê âûÿñíåòñÿ äàëåå îêàæåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàíûì ïðåäïîëîæåíèåì â îäíèõ
ñëó÷àÿõ è áóäåò ïðèâîäèòü ê ïðàâèëüíûì ðåçóëüòàòàì ïîñëå âîçâðàòà ê èñõîäíûì
ïåðåìåííûì â äðóãèõ (â ÷àñíîñòè, â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå �òðàäèöèîííûõ� óðàâíåíèé).
À èìåííî ìû ïðåäïîëîæèì:

K = εK1, ω = εω1, V − v∗ = εV1, G− g∗ = εG1, (2.20)
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ãäå âåëè÷èíû ñ èíäåêñîì 1 ïðåäïîëîãàþòñÿ êîíå÷íûìè â ïðåäåëå ε → 0. Áîëåå
àêêóðàòíî ñëåäîâàëî áû ðàññìîòðåòü êàæäóþ èç ýòèõ âåëè÷èí êàê íåçàâèñåìûé ìàëûé
ïàðàìåòð, îäíàêî ýòî òîëüêî ñóùåñòâåííî óâåëè÷èëî áû îáúåì âûêëàäîê, íå ïðèâåäÿ
ê íîâûì ðåçóëüòàòàì.

Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî ε ñâîáîäíûé ÷ëåí h â (2.16) èìååò âèä

h(s, q, t) =
[
G1 − q(g∗K1 + ∂sK1D̂ + ω1)

]
Ψ2 (2.21)

+
(
V1 +K1D̂

)
Ψ1 − 2qK1D̂∂sΨ2 + f1(u∗) +O (ε) .

Ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈u, v〉 =

∫ ∫
u(s, q)v(s, q)dqds. (2.22)

Òîãäà óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (2.16) ïî îòíîøåíåþ ê u1 ìîæíî çàïèñàòü êàê〈
h,Ψ j

〉
= 0, j = 1, 2, (2.23)

ãäå Ψ 1, Ψ 2 � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà L̂+,

L̂+Ψ 1,2 = 0,
〈
Ψi,Ψ

j
〉

= 0, i 6= j,
〈
Ψ2,Ψ

2
〉

= 1. (2.24)

Ìû ïðåäïîëàãàåì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå Ψ 1,2(s, q) ïðè
áîëüøèõ s àíàëîãè÷íî (2.19), ò.å.

Ψ 1(s, q) → Φ1(q), s→ +∞, Φ1(q) → 0, q → ±∞,

Ψ 1(s, q) → 0, s→ −∞, (2.25)
Ψ 2(s, q) → 0, s→ ±∞, Ψ 2(s, q) → 0, q → ±∞.

Ìû ïîäîøëè ê êëþ÷åâîìó ìåñòó â íàøåì âûâîäå. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.23)
äëÿ j = 1: 〈

K1g∗qΨ2 + 2qK1D̂∂sΨ2 + ω1qΨ2 + q∂sK1D̂Ψ2,Ψ
1
〉

(2.26)
−

〈(
V1 +K1D̂

)
Ψ1 + f1(u∗),Ψ

1
〉

= O (ε)
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Îíî ñîäåðæèò äâà íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëà. Ñõîäèìîñòü ïåðâîãî èç íèõ
îáåñïå÷èâàåòñÿ óáûâàíèåì Ψ2 (2.19) è îãðàíè÷åííîñòüþ îñòàëüíûõ ìíîæèòåëåé.
Íàïðîòèâ, ñõîäèìîñòü âòîðîãî èíòåãðàëà íå ãàðàíòèðóåòñÿ êàêèìè-ëèáî èç ñäåëàííûõ
äî ñèõ ïîð ïðåäïîëîæåíèé. Ïîýòîìó, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü óðàâíåíèå (2.26), ìû
ïðåæäå âñåãî äîëæíû îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü ýòîãî èíòåãðàëà, äëÿ ÷åãî ïðèäåòñÿ
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñòðåìèëîñü ê íóëþ ïðè áîëüøèõ s.
Ýòî äàåò õîðîøî èçâåñòíîå [70] óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ôðîíòà (1.14) â êîòîðîì ïîëîæåíî

V∗ = v∗ − ε
(
F1,Φ

1
) (

Φ1,Φ
1
)−1

, F1 = lim
s→∞

f1(u∗)

D =
(
D̂Φ1,Φ

1
) (

Φ1,Φ
1
)−1

, (2.27)

à êðóãëûå ñêîáêè (·, ·) îáîçíà÷àþò �îäíîìåðíîå� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,

(u, v) (s) =

∫
u(s, q)v(s, q)dq. (2.28)

Åñëè (1.14) âûïîëíåíî, òî îáà èíòåãðàëà â (2.26) ñõîäÿòñÿ è îíî äàåò äðóãîå óðàâíåíèå,
òåïåðü óæå äëÿ êîí÷èêà:

ω1(0, t) = λ0 − λ1K1(0, t)− λ2∂sK1(0, t) +O (ε) (2.29)

â êîòîðîì

λ0 =

[〈
F1,Ψ

1 − Φ1 (Ψ1,Ψ
1)

(Φ1,Φ1)

〉
+

〈
f1(u∗)− F1,Ψ

1
〉] 〈

qΨ2,Ψ
1
〉−1

λ1 = g∗ + 2
〈
qD̂∂sΨ2,Ψ

1
〉 〈
qΨ2,Ψ

1
〉−1 (2.30)

−
[〈

D̂ (Ψ1 − Φ1) ,Ψ
1
〉

+

〈
D̂Φ1,Ψ

1 − Φ1 (Ψ1,Ψ
1)

(Φ1,Φ1)

〉]〈
qΨ2,Ψ

1
〉−1

λ2 =
〈
qD̂Ψ2,Ψ

1
〉 〈
qΨ2,Ψ

1
〉−1

.

Çàìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè äâà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, äëÿ ôðîíòà (1.14) è äëÿ êîí÷èêà
(2.29) èç îäíîãî óðàâíåíèÿ (2.26).

Óðàâíåíèå (2.23) ïðè j = 2 òàêæå ñîäåðæèò íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, íî èõ
ñõîäèìîñòü óæå îáåñïå÷èâàåòñÿ (2.19) è (2.25). Òàê ÷òî ýòî óðàâíåíèå äàåò òîëüêî
îäíî óñëîâèå:

G1(0, t) = µ0 + µ1K1(0, t) + µ2∂sK1(0, t) +O (ε) , (2.31)
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â êîòîðîì

µ0 =
〈qΨ2,Ψ

2〉
〈qΨ2,Ψ 1〉

[〈
F1,Ψ

1 − Φ1 (Ψ1,Ψ
1)

(Ψ1,Φ1)

〉
+

〈
f1(u∗)− F1,Ψ

1
〉]

−
〈
f1(u∗),Ψ

2
〉

µ1 = −
〈
D̂Ψ1,Ψ

2
〉

+ 2

〈
qD̂∂sΨ2,Ψ

2 −Ψ 1 〈qΨ2,Ψ
2〉

〈qΨ2,Ψ 1〉

〉
(2.32)

+
〈qΨ2,Ψ

2〉
〈qΨ2,Ψ 1〉

[〈
D̂ (Ψ1 − Φ1) ,Ψ

1
〉

+

〈
D̂Φ1,Ψ

1 − Φ1 (Ψ1,Ψ
1)

(Φ1,Φ1)

〉]
µ2 =

〈
qD̂Ψ2,Ψ

2 −Ψ 1 〈qΨ2,Ψ
2〉

〈qΨ2,Ψ 1〉

〉
Óðàâíåíèÿ (2.29) è (2.31) äàþò íåîáõîäèìóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé íà êîí÷èêå

âîëíîâîãî ôðîíòà, äîïîëíÿÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ôðîíòà (1.14). Â ýòîé ñèñòåìå
îáúåäèíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿK(s, t) è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîí÷èêà. Èñïîëüçóÿ
óðàâíåíèå (2.6), ìîæíî ïåðåïèñàòü ýòó ñèñòåìó â ýêâèâàëåíòíîì âèäå1:

0 = λ0 + (D − λ2)K
′

1 + (g∗ + εµ0 − λ1)K1 + ε(µ1 − λ3)K
2
1 + ε(µ2 − λ4)K1K

′

1

−ελ5K
′2
1 +O

(
ε2

)
,

ω1 = λ0 − λ1K1 − λ2K
′

1 − ελ3K
2
1 − ελ4K1K

′

1 − ελ5K
′2
1 +O

(
ε2

)
,

G1 = µ0 + µ1K1 + µ2∂sK1 +O (ε) , (2.33)

èëè â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ:

0 = ελ0 + (D − λ2)K
′ + (g∗ + εµ0 − λ1)K + (µ1 − λ3)K

2 + (µ2 − λ4)KK
′

−λ5K
′2 +O

(
ε3

)
ω = ελ0 − λ1K − λ2K

′ − λ3K
2 − λ4KK

′ − λ5K
′2 +O

(
ε3

)
G = g∗ + εµ0 + µ1K + µ2K

′
+O

(
ε2

) (2.34)

ãäå âñå ôóíêöèè âçÿòû ïðè s = 0. Çäåñü ïåðâîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè K(s, t), à îñòàëüíûå äâà îïðåäåëÿþò
äâèæåíèå êîí÷èêà.

1Çäåñü ìû äîïîëíèòåëüíî âêëþ÷àåì ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ êîåôèöèåíòàìè λ3,4,5

êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå òîãî æå ìåòîäà âîçìóùåíèé.
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Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ìû ñîõðàíèëè ÷ëåíû ðàçëè÷íîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîðÿäêà
ïî ε, èìåÿ â âèäó òðàäèöèîííûå óðàâíåíèÿ (1.15), (1.17). Óðàâíåíèå (1.15) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (2.31) ïðè µ2 = 0. Óðàâíåíèå (2.29) �
íîâîå, îíî çàìåíÿåò òðàäèöèîííîå óðàâíåíèå (1.17), íå âîøåäøåå â íîâóþ ñèñòåìó.
Îäíàêî ñòàöèîíàðíûå çàäà÷è äëÿ íîâûõ è �òðàäèöèîííûõ� ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
ñðàâíèìû. Èõ ñðàâíåíèå áóäåò ïðîäåëàíî â ðàçäåëå 5.2.

2.2 Áåçðàçìåðíàÿ ôîðìà çàäà÷ â äâóìåðíîé

êèíåìàòèêå

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ãëàâå 1, ýâîëþöèÿ ëîêàëüíîé êðèâèçíû ôðîíòà îïèñûâàåòñÿ
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (1.13). Èñïîëüçóÿ çàêîí äâèæåíèÿ (1.14) è
ââîäÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ñîãëàñíî

s = DV −1
∗ σ, K(s) = V∗D

−1κ(σ), G = V∗g, ω = V 2
∗ D

−1Ω, (2.35)

Ïîëó÷åì áåçðàçìåðíóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ (1.13):

κ̇ = κ
′′ − κ

′
[∫

κ(1− κ)dσ − g

]
− κ2(1− κ) (2.36)

Äëÿ îáåçðàçìåðèâàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ââåäåì äîïîëíèòåëüíî ê (2.35) ñëåäóùèå
áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ñðåäû:

γ = g∗V
−1
∗ ,

ν0 = λ0DV
−2
∗ , ν1 = λ1V

−1
∗ , ν2 = λ2D

−1, ν3 = µ0V
−1
∗ , ν4 = µ1D

−1,

ν5 = µ2V∗D
−2, ν6 = λ3D

−1, ν7 = λ4V∗D
−2, ν8 = λ5V

2
∗ D

−3. (2.37)
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Â èòîãå ïîëó÷èì èç (2.34) áåçðàçìåðíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîí÷èêå (çäåñü κ è κ′

áåðóòñÿ ïðè σ = 0):

Ω = εν0 − ν1κ− ν2κ
′ − ν6κ

2 − ν7κκ
′ − ν8κ

′2 +O
(
ε3

)
, (2.38)

0 = εν0 + (1− ν2)κ
′ + (γ + εν3 − ν1)κ+ (ν4 − ν6)κ

2

+(ν5 − ν7)κκ
′ − ν8κ

′2 +O
(
ε3

)
, (2.39)

g = γ + εν3 + ν4κ+ ν5κ
′ (2.40)

Êðîìå òîãî, åñòåñòâåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ
ïðèáëèæåíèå ôîðìû âîëíû ê ïëîñêîé, òî åñòü

κ(∞) = 0 (2.41)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (2.36), (2.39)�(2.41) ñîäåðæàò ïîëíóþ ïîñòàíîâêó
íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î äâèæåíèè ôðîíòà âîëíû âîçáóæäåíèÿ. Íåèçâåñòíûìè â
íåé ÿâëÿþòñÿ ôîðìà ôðîíòà κ(σ) è ñêîðîñòü åãî ïðîðàñòàíèÿ g. Êðîìå òîãî,
äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå (2.38) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ìãíîâåííóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ ôðîíòà Ω. Ïàðàìåòðàìè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû ε, γ, ν0−8.

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ôîðìà ôðîíòà íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè,
à ìåíÿåòñÿ ëèøü åãî ïîëîæåíèå íà ïëîñêîñòè, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (2.36) ïîñëå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî σ, ñ ó÷åòîì (2.6) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâàíèÿ,
ïðèîáðåòàåò âèä:

κ
′
+ κ

[
g −

∫
κ(1− κ)dσ

]
+ Ω = 0 (2.42)

Îíî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

κκ
′′ − κ

′2 − Ωκ
′ − κ3(1− κ) = 0 (2.43)

À ñ ó÷åòîì ìàëîñòè êðèâèçíû κ� 1 îíî ïðèìåò âèä

κκ
′′ − κ

′2 − Ωκ
′ − κ3 = 0 (2.44)
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Òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ïðåäñòîâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå (2.43) ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (ñîõðàíåíû òîëüêî ñòàðøèå ÷ëåíû)

Ω = εν0 − ν1κ− ν2κ
′ (2.45)

−Ω = (γ + εν3)κ+ κ
′
+ ν4κ

2 (2.46)
κ(∞) = 0 (2.47)

îòíîñèòåëüíî κ(σ), Ω è äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå (2.40), ïîçâîëÿþùåå íàéòè ñêîðîñòü
ïðîðîñòàíèÿ g.

2.3 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ òðåõìåðíîé êèíåìàòèêè

Àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàçäåëå 2.1 äëÿ ïëîñêîãî ñëó÷àÿ, ìîæíî
ïîñòðîèòü êèíåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ äëÿ ñâèòêîâûõ âîëí â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ôðîíòà (àíàëîã
äâóìåðíîé ëèíèè ôðîíòà) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé/óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ ëèíèè åå
îáðûâà (àíàëîã äâóìåðíîãî êîí÷èêà).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà �ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ� â ïðîñòðàíñòâå,

∂tu = D̂∆u+ f(u) + δf(u), (2.48)

ãäå ïî ïðåæíåìó u ∈ Rl, l ≥ 2 � âåêòîð-ñòîëáåö ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ f + δf ∈ Rl

îïèñûâàåò ëîêàëüíóþ êèíåòèêó, D̂ � ìàòðèöà l× l êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè, è ∆ �
òðåõìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Ïðè ýòîì, êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ïðåäïîëàãåòñÿ,÷òî ñèñòåìà (2.48) ÿâëÿåòñÿ
âîçìóùåíèåì ñèñòåìû ñïåöèàëüíîãî âèäà

∂tu = D̂∆u+ f(u), δf = εf1, ε� 1, (2.49)

èìåþùåé ðåøåíèå â âèäå ïëîñêîé ïîëóâîëíû:

u(x, y, z, t) = u∗(y − g∗t, z − v∗t), (2.50)
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êîòîðîå âäàëè îò îáðûâà ïåðåõîäèò â ïëîñêóþ âîëíó ñ ïðîôèëåì óåäèíåííîãî
èìïóëüñà ū∗(ξ), ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â ñðåäå ñ ñîñòîÿíèåì ïîêîÿ u0.

u∗(ξ, η) → ū∗(ξ), η → +∞

ū∗(ξ) → u0, ξ → ±∞ (2.51)

(Çäåñü ñíîâà ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî âîëíà ðàñïîëîæåíà ïðè η > 0).
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ñëàáî èñêðèâëåíîé ïîëóâîëíû. Ââåäåì íà

ôðîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ýòîé ïîëóâîëíû ïîëóãåîäåçè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò,
â êîòîðîé îáðûâ ôðîíòà ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé ëèíèåé îäíîãî èç ñåìåéñòâ
(îðòîãîíàëüíîãî ãåîäåçè÷åñêèì). Îáîçíà÷åì íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð (äëèíó,
îòñ÷èòûâàåìóþ îò ëèíèè îáðûâà ôðîíòà) âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ q à êîðäèíàòó
âäîëü äðóãîãî ñåìåéñòâà s. Ïîâåðõíîñòü ôðîíòà áóäåò òîãäà çàäàâàòüñÿ âåêòîðíûì
óðàâíåíèåì r = R(s, q, t), ãäå t � âðåìÿ. Îïðåäåëèì êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè
ôðîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñîòíîøåíèåì:

r = R(s, q, t) + pN(s, q, t), (2.52)

ãäåN(s, q, t) � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ôðîíòó â ñòîðîíó ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Íàïðàâëåíèå
Rs âûáðàíî òàê, ÷òîáû âåêòîðà Rs, Rq è N îáðàçîâàëè ïðàâóþ òðîéêó. Îáîçíà÷èì
êîåôôèöèåíòû ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ôðîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè â
âûáðàííûõ êîðäèíàòàõ:

E = RsRs, G = RqRq = 1, F = RsRq = 0, (2.53)
L = −RsNs, M = −RsNq = −RqNs, N = RqNq = 0 (2.54)

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî äâóìåðíîìó ñëó÷àþ, ïîëó÷èì âî ââåäåíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

∇ =
1

d
[((1− pN)Rs + pMRq) ∂s + (pMRs + (E − pL)Rq) ∂q] + N∂p

∆ = ∂2
p +Q11∂

2
s + 2Q12∂s∂q +Q22∂

2
q +B1∂s +B2∂q +B3∂p (2.55)

39



ãäå

Q11 = Ea2 + b2, Q12 = b

(
a+ c+

E − 1

d

)
, Q22 = b2 + c2

B1 = Eaas + Ebaq + cbq + bbs +
a2

2
Es +

ab

2
Eq

B2 = Eabs + Ebbq + ccq + bcs +
ab

2
Es +

bc

2
Eq

B3 =
2p(LN −M2)− (EN + L)

d
(2.56)

a = (1− pN)/d, b = pM/D, c = (E − pL)/d

d = p2(LN −M2)− p(EN + L) + E,

Òàêèì îáðàçîì, óðàíåíèå (2.48) â êîîðäèíàòàõ (2.52) ïðèîáðåòàåò âèä:

∂tu = D̂ (upp +Q11uss + 2Q12usq +Q22uqq) (2.57)
+(P1 +B1D̂)us + (P2 +B2D̂)uq + (V +B3D̂)up + f(u) + δf(u)

ãäå

P1 = aG1 + bG2 − paJ1 − pbJ2, P2 = bG1 + cG2 − pbJ1 − pcJ2, (2.58)
G1 = RtRs, G2 = RtRq, V = RtN, J1 = −NtRs, J2 = −NtRq

Äëÿ ïîëóïëîñêîé âîëíû (2.50) óðàâíåíèå (2.57) äàåò

D̂ (u∗pp + u∗qq) + g∗u∗q + v∗u∗p + f(u∗) = 0 (2.59)

Îáîçíà÷èì ëèíåàðèçîâàíûé îïåðàòîð:

L̂ = D̂(∂2
p + ∂2

s + ∂2
q ) + v∗∂p + g∗∂q + Â, Â =

[(
∂fi

∂uj

)
u=u∗

]
(2.60)

Èç èíâàðèàíòíîñòè àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ çàêëþ÷àåì ÷òî
âñåãäà èìåþòñÿ äâå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèè îïåðàòîðà L̂, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó
÷èñëó 0:

Ψ1 = u∗p, Ψ2 = u∗q, L̂Ψ1 = L̂Ψ2 = 0 (2.61)
êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ñäâèãîâûìè ìîäàìè.
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Ïîñêîëüêó ïîëóâîëíà u∗ âäàëè îò òî÷êè îáðûâà èìååò âèä ïëîñêîé âîëíû, òî ïðè
áîëüøèõ q èìååì:

u∗(q, p) → ū∗(p), Ψ2(q, p) → 0, Ψ1(q, p) → Φ1(p), q →∞ (2.62)

ãäå Φ1(p) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L̂0 ïîëó÷åííîãî ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèÿ
(2.57) íà îäíîìåðíîì èìïóëüñå ū∗:

L̂0 = D̂(∂2
p + ∂2

s ) + v∗∂p + Â (2.63)

Ëèíåàðèçîâàâ (2.57) íà u∗(q, p) è ñ÷èòàÿ L, M , N , G1, J1, J2, δE = E− 1, δV = V − v∗,
δG2 = G2 − g∗ ìàëûìè ïîðÿäêà ε, ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

∂tδu = L̂δu+ h(s, q, p) (2.64)

â êîòîðîì

h =
[
δG2 + pNg∗ − pJ2 + (Eq/2 + pMs + pNq) D̂

]
Ψ2 (2.65)

+
[
δV − (L+N) D̂

]
Ψ1 + 2pND̂Ψ2q + δf

Ïóñòü òåïåðü L̂+ � îïåðàòîð ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó L̂ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ

〈u, v〉 =

∫
u(q, p)v(q, p)dpdq (2.66)

Âûáåðåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà L̂+, îðòîãîíàëüíûìè ê ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì (2.61) îïåðàòîðà L̂, è îáîçíà÷èì èõ Ψ 1 è Ψ 2:

L̂+Ψ 1 = L̂+Ψ 1 = 0;
〈
Ψi,Ψ

j
〉

= 0, i 6= j;
〈
Ψ2,Ψ

2
〉

= 1 (2.67)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ Ψ 2, Ψ 1 ïðè áîëüøèõ q èìåþò ìåñòî àñèìïòîòèêè, àíàëîãè÷íûå
(2.62):

Ψ 1(q, p) → Φ̃(p), Ψ 2(q, p) → 0, q →∞ (2.68)
Ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû ðåøåíèå δu ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ (2.64) íå ñîäåðæàëî
ñäâèãîâûõ ìîä (2.61), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ〈

h,Ψ 1
〉

=
〈
h,Ψ 2

〉
= 0 (2.69)
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Ïîäñòàâëÿÿ (2.65) â (2.69) è ó÷èòûâàÿ áûñòðîå óáûâàíèå Ψ2, Ψ 2 è ñîîòíîøåíèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè (2.67), ïîëó÷èì ÷òî ïðè q = 0:

δG2 + (g∗N − J2)
〈
pΨ2,Ψ

2
〉

+ Eq

〈
D̂Ψ2,Ψ

2
〉
/2 + (Ms +Nq)

〈
pD̂Ψ2,Ψ

2
〉

−(L+N)
〈
D̂Ψ1,Ψ

2
〉

+ 2N
〈
pD̂Ψ2q,Ψ

2
〉

+
〈
δf(u∗),Ψ

2
〉

= 0 (2.70)
(g∗N − J2)

〈
pΨ2,Ψ

1
〉

+ Eq

〈
D̂Ψ2,Ψ

1
〉
/2 + (Ms +Nq)

〈
pD̂Ψ2,Ψ

1
〉

+2N
〈
pD̂Ψ2q,Ψ

1
〉

+
〈[
δV − (L+N)D̂

]
Ψ1 + δf(u∗),Ψ

1
〉

= 0 (2.71)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (2.71) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
ïî q. Ïîýòîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.71) ïðåæäå âñåãî íóæíî, ÷òîáû ýòîò
èíòåãðàë ñõîäèëñÿ, à çíà÷èò ÷òîáû ñòðåìèëîñü ê íóëþ ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå:

δV
(
Ψ1,Ψ

1
)
− (L+N)

(
D̂Ψ1,Ψ

1
)

+
(
δf(u∗),Ψ

1
)
→ 0, q →∞ (2.72)

Çäåñü êðóãëûå ñêîáêè îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(u, v) =

∫
uvdp (2.73)

Ïðè áîëüøèõ q óðàâíåíèå (2.72) äàåò çàêîí äâèæåíèÿ:

V (q, s) = V∗ −D [L(q, s) +N(q, s)] (2.74)

â êîòîðîì V∗ è D åñòü êîíñòàíòû ñðåäû:

V∗ = v∗ −
(δF,Φ1)

(Φ1,Φ1)
, D =

(
D̂Φ1,Φ

1
)

(Φ1,Φ1)
, δF = lim

q→∞
δf(u∗) (2.75)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ q äîëæåí âûïîëíÿòñÿ çàêîí äâèæåíèÿ (2.74), (2.75).
Îí ìîã áû íàðóøàòüñÿ òîëüêî âáëèçè îáðûâà ôðîíòà, íî òîãäà ýòî íàðóøàëî áû
åãî ëîêàëüíûé õàðàêòåð (îòñóòñòâèå ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò q) èëè íåïðåðûâíîñòü.
Ïîýòîìó, åñòåñòâåíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëó÷åíûé íàìè çàêîí äâèæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ
âñþäó, âïëîòü äî òî÷êè îáðûâà. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (2.71) ñ ó÷åòîì ýòîãî
îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òàê ÷òî (2.71) ïðèíèìàåò âèä:

J2(s, 0) = ελ0 + λ1N(s, 0) + λ2 [Ms(s, 0) +Nq(s, 0)]

+
1

2
λ3Eq(s, 0) + λ4 [L(s, 0) +N(s, 0)] (2.76)
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ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

ελ0 =

[〈
δF,

(Ψ1,Ψ
1)

(Φ1,Φ1)
Φ1 −Ψ 1

〉
+

〈
δF − δf(u∗),Ψ

1
〉] 〈

pΨ2,Ψ
1
〉−1

λ1 = g∗ + 2

〈
pD̂Ψ2q,Ψ

1
〉

〈pΨ2,Ψ 1〉
, λ2 =

〈
pD̂Ψ2,Ψ

1
〉

〈pΨ2,Ψ 1〉
, λ3 =

〈
D̂Ψ2,Ψ

1
〉

〈pΨ2,Ψ 1〉
(2.77)

λ4 =

[〈
D̂Φ1,

(Ψ1,Ψ
1)

(Φ1,Φ1)
Φ1 −Ψ 1

〉
+

〈
D̂(Φ1 −Ψ1),Ψ

1
〉] 〈

pΨ2,Ψ
1
〉−1

Ïîäñòàâëÿÿ (2.76) â (2.70), ïîëó÷èì:

G2(s, 0) = µ0 − µ1N(s, 0)− µ2 [Ms(s, 0) +Nq(s, 0)]

−µ3 [L(s, 0) +N(s, 0)]− 1

2
µ4Eq(s, 0) (2.78)

ñ îáîçíà÷åíèÿìè

µ0 = g∗ −
〈
δf(u∗),Ψ

2
〉
− 〈pΨ2,Ψ

2〉
〈pΨ2,Ψ 1〉

[〈
δF,

(Ψ1,Ψ
1)

(Φ1,Φ1)
Φ1 −Ψ 1

〉
+

〈
δF − δf(u∗),Ψ

1
〉]

µ1 = 2

〈
pD̂Ψ2q,Ψ

2 − 〈pΨ2,Ψ
2〉

〈pΨ2,Ψ 1〉
Ψ 1

〉
, (2.79)

µ2 =

〈
pD̂Ψ2,Ψ

2 −Ψ 1 〈pΨ2,Ψ
2〉

〈pΨ2,Ψ 1〉

〉
,

µ3 = −
〈
D̂Ψ1,Ψ

2
〉
− 〈pΨ2,Ψ

2〉
〈pΨ2,Ψ 1〉

[〈
D̂Φ1,

(Ψ1,Ψ
1)

(Φ1,Φ1)
Φ1 −Ψ 1

〉
+

〈
D̂(Φ1 −Ψ1),Ψ

1
〉]

,

µ4 =
〈
D̂Ψ2,Ψ

2
〉
− 〈pΨ2,Ψ

2〉
〈pΨ2,Ψ 1〉

〈
D̂Ψ2,Ψ

1
〉

Îáîçíà÷èì òåïåðü H(q, s) � ñðåäíþþ êðèâèçíó ôðîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè
(ïîëîæèòåëüíîé áóäåì ñ÷èòàòü êðèâèçíó ôðîíòà, âûïóêëîãî â íàïðàâëåíèè
äâèæåíèÿ); κ(s) � ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâèçíó ëèíèè îáðûâà; K(s) - êðèâèçíó
ãåîäåçè÷åñêîé, îðòîãîíàëüíîé ëèíèè îáðûâà ïðè q = 0. Òîãäà, â èíòåðåñóþùåì
íàñ ïîðÿäêå ìàëîñòè, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè ê ãåîäåçè÷åñêîé
ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷èì:

2H = −(L+NE)/E ≈ −(L+N), κ = −Eq/(2E) ≈ −Eq/2, K = −N (2.80)

Êðîìå òîãî, èç óðàâíåíèé Ïåòåðñîíà-Êîäàööè, â èíòåðåñóþùåì íàñ ïîðÿäêå
òî÷íîñòè, èìååì:

Lq = Ms, Mq = Ns (2.81)
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Òàê ÷òî óðàâíåíèÿ (2.74), (2.76) è (2.78) ïðåîáðåòàþò âèä:

V = V0 − 2DH (2.82)
J2(s, 0) = −ελ0 − λ1K(s)− 2λ2Hq(s, 0)− λ3κ(s)− 2λ4H(s, 0) (2.83)
G2(s, 0) = µ0 + µ1K(s) + 2µ2Hq(s, 0) + 2µ3H(s, 0) + µ4κ(s) (2.84)

Îòìåòèì, ÷òî çàêîí äâèæåíèÿ (2.82) ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì â [70], à ãðàíè÷íîå
óñëîâèå (2.84) ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åíûìè òàì æå ïðè

µ1 = µ2 = 0 (2.85)

Êðîìå òîãî, äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìîãî íåñêðó÷åííîãî ñâèòêà óðàâíåíèÿ (2.82)�(2.84) è
âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (2.77), (2.79) ñâîäÿòñÿ ê (1.14), (2.34), (2.30) è (2.32).
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Ãëàâà 3

Ñòàöèîíàðíûå ñïèðàëüíûå àâòîâîëíû

3.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðåäñòàâëÿåì òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êèíåìàòè÷åñêîé
çàäà÷è äëÿ ñòàöèîíàðíî âðàùàþùåéñÿ âîëíû. Ýòî ðåøåíèå ïðèìåíÿåòñÿ íå òîëüêî
ê ñïèðàëüíûì âîëíàì â íåîãðàíè÷åííîé ñðåäå, íî òàêæå è ê âîëíàì, âðàùàþùèìñÿ
â êðóãëîé ñðåäå, òàê ÷òî öåíòð âðàùåíèÿ íàõîäèòñÿ â öåíòðå ñðåäû. Ýòî
ðåøåíèå ïîäòâåðæäàåò íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàíåå äðóãèìè àâòîðàìè ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåííîãî àíàëèçà. Êðîìå òîãî, îíî ïîçâîëèëî íàì ðàññìîòðåòü
âïåðâûå, ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå âðàùàþùèõñÿ âîëí, â ñðåäàõ áîëüøîãî ðàçìåðà.
Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ äëÿ òåîðèè àâòîâîëíîâûõ âèõðåé.

Êàê áûëî ñêàçàíî â ðàçäåëå 1.2, àâòîâîëíîâûå âèõðè äåìîíñòðèðóþò ñèëüíóþ
óñòîé÷èâîñòü ñâîéñòâ. Òàê, âíåøíèå âîçìóùåíèÿ, îãðàíè÷åííûå ïî âðåìåíè è
àìïëèòóäå ìîãóò òîëüêî çàñòàâèòü âèõðü èçìåíèòü ôàçó âðàùåíèÿ è ìåñòîïîëîæåíèå.
Êðîìå òîãî, ýòî âëèÿíèå ñóùåñòâåííî, òîëüêî åñëè âîçìóùåíèå ïðèìåíÿåòñÿ
âáëèçè ÿäðà ñïèðàëè, è áûñòðî óáûâàåò äëÿ îòäàëåííûõ âîçìóùåíèé, õîòÿ âîëíû,
èñïóñêàåìûå ðåâåðáåðàòîðîì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî âñåé ñðåäå è ñèíõðîíèçèðóþò
åå ñâîåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé. Ýòîò ôàêò îòëè÷àåò èõ îò äðóãèõ îáúåêòîâ,
èçâåñòíûõ â íåëèíåéíîé íàóêå, òèïà ñîëèòîíîâ, êîòîðûå òàêæå îáëàäàþò ëîêàëüíîé
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÷óâñòâèòåëüíîñòüþ, íî è ñàìè ïî ñåáå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè îáúåêòàìè.
Çäåñü ìû âïåðâûå ïðåäñòàâëÿåì ðåçóëüòàò îá ýêñïîíåíöèàëüíîì óáûâàíèè

÷óâñòâèòåëüíîñòè ñïèðàëüíîé âîëíû ê âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì äëÿ âîçáóäèìîé ñðåäû.
Àñèìïòîòèêà ÷óâñòâèòåëüíîñòè òàêæå îêàçàëîñü ýêñïîíåíöèàëüíîé, õîòÿ è íåñêîëüêî
äðóãîãî âèäà.

3.2 Ðåøåíèå ÎÄÓ.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ

σ → ξ = Ω1/3σ, κ→ y = Ω−2/3κ, (3.1)

Óðàâíåíèå (2.43) ïðèìåò âèä

yy′′ − y
′2 − y′ = y3(1− αy) (3.2)

ãäå
α = Ω2/3 (3.3)

Ïðèìåð ôàçîâîãî ïîðòðåòà óðàâíåíèÿ (3.2) ïðè α 6= 0 ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 3.1a.
Êàê ìû óâèäèì íèæå, Ω îêàçûâàåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé, òàê ÷òî ïàðàìåòð α òàêæå

ìàë. Ïîýòîìó íèæå ìû íàéäåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.2) ïðè α = 0:

yy′′ − y
′2 − y′ = y3 (3.4)

à çàòåì ïðîâåðèì çàêîííîñòü ýòîé àïïðîêñèìàöèè, îöåíèâ îòáðîøåííûé íàìè ÷ëåí
äëÿ íàéäåííûõ ðåøåíèé.

Íà ðèñ. 3.1b ïîêàçàí ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (3.4). Ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííîé
ñðåäû ñîîòâåòñòâóåò ñåïàðàòðèñå íà÷àëà êîîðäèíàò, ñëó÷àé ñðåä ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì
ñîîòâåòñòâóåò òðàåêòîðèÿì ïðîõîäÿùèì ñëåâà îò ñåïàðàòðèñû, à òðàåêòîðèè ñïðàâà
îò ñåïàðàòðèñû íå îòâå÷àþò íèêàêîìó ôèçè÷åñêè èíòåðåñíîìó ðåøåíèþ.

Ìû óáåäèìñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (3.4) ìîæåò áûòü ðåøåíî àíàëèòè÷åñêè â
ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå, ÷òî äàåò õîðøóþ îñíîâó äëÿ èçó÷åíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è, õîòÿ
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Ðèñ. 3.1: (a) Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (3.2) ïðè α = 0.5. Ìîæíî âèäåòü Ôîêóñ â (1/α, 0)

è ñëîæíîå ðàâíîâåñèå â (0, 0). Ñèíãóëÿðíàÿ òî÷êà (íå ðàâíîâåñèå!) â (0,−1) � îáùàÿ òî÷êà äëÿ

êîíòèíóóìà òðàåêòîðèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåå ñïðàâà íàëåâî; âåðòèêàëüíàÿ îñü íå ïåðåñåêàåòñÿ

òðàåêòîðèÿìè â äðóãèõ òî÷êàõ. (b) Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (3.4). Òåïåðü, ôîêóñ ðàñïîëîæåí

â (+∞, 0). Æèðíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì êðàåâîé çàäà÷è: AO � ñåïàðàòðèñà íà÷àëà

êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóåò íåîãðàíè÷åííîé ñðåäå; BIB′ � ñðåäå áîëüøîãî ðàäèóñà, è CIC ′ � ñðåäå

ìàëîãî ðàäèóñà. Òðàåêòîðèè DIO è EE′ ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì ñ C− = 0 (ñì. (3.12)). Ïóíêòèðíàÿ

ëèíèÿ � ìåñòî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ñøèâêè (3.18).
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çàìåíà ïåðåìåííûõ (3.1) è ïðåîáðàçîâàíèå ê (2.16) íå ñîâñåì òðèâèàëüíû è òðåáóþò
íåêîòîðûõ êîììåíòàðèåâ:

Çàìå÷àíèå 1. Ìàñøòàáèðóþùèå ìíîæèòåëè â (3.1) çàâèñÿò îò ÷àñòîòû âðàùåíèÿ
Ω, êîòîðàÿ ñàìà ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé. Ýòî ïðèâîäèò ê ôîðìàëüíîìó ïðîòèâîðå÷èþ:
÷òîáû ïåðåéòè îò �ôèçè÷åñêîé� çàäà÷è (1.16) ê åå �÷èñòî�-ìàòåìàòè÷åñêîé
áåçðàçìåðíîé ôîðìå (3.2), ìû äîëæíû çíàòü ðåøåíèå ïîñëåäíåãî ïðåæäå, ÷åì
ìû åãî ïîëó÷èì! Îäíàêî, ýòî íå ñîñòàâëÿåò íèêàêîé ïðîáëåìû ïðè èñïîëüçîâàíèè
âûáðàííîé íàìè äàëåå ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìîé ðåøåíèÿ. Ìû ïðîñòî ñíà÷àëà
ðåøàåì áåçðàçìåðíóþ çàäà÷ó è çàòåì âûÿñíÿåì êàêîé �ôèçè÷åñêîé� ïîñòàíîâêå îíà
ñîîòâåòñòâîâàëà.

Çàìå÷àíèå 2. Ìàñøòàáèðóþùèå ìíîæèòåëè äëÿ äëèíû s → ξ è äëÿ êðèâèçíû
K → y â (3.1) íå ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó, ïîñêîëüêó îíè èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå
ìàñøòàáû äëèí. Â ðåçóëüòàòå, ôðîíòû, ïîëó÷åííûå èç îäíîãî è òîãî æå ðåøåíèÿ
(3.4), íî ìàñøòàáèðîâàííûå ê ðàçìåðíîìó âèäó ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè β íå áóäóò
ãîìîòåòè÷íû äðóã äðóãó.

Â ýòîì ðàçäåëå, ìû ïðåäñòàâëÿåì àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4) â
ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Ýòî ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëå ñëåäóþùåé çàìåíû
ïåðåìåííûõ:

z(ζ) = −y′
/y, ζ = 1/y (3.5)

êîòîðàÿ ïðèâîäèò íàøå óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ Àáåëÿ äëÿ z(ζ):

z
′
z − z = 1/ζ2 (3.6)

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, èçâåñòíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ [71] â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå
z = f(τ), ζ = g(τ).

Â èòîãå, ñ ó÷åòîì çàìåíû ïåðåìåííûõ (3.5), ïàðàìåòðè÷åñêóþ ôîðìó îáùåãî
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ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

yin,out(τ) = a
(
X2

in,out(τ)± τ 2/3
) (3.7)

(dy/dξ)in,out(τ) = −1± 3Xin,out(τ)
(
X2

in,out(τ)± τ 2/3
) (3.8)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî

a = (9/2)1/3 (3.9)
Xin,out(τ) = τ 1/3hin,out(τ) + 1/(3τ 2/3) (3.10)
hin,out(τ) =

d

dτ
(lnZin,out(τ)) (3.11)

Zin,out(τ) = C
(+)
in,outB1/3,in,out(τ) + C

(−)
in,outB−1/3,in,out(τ) (3.12)

ãäå C
(±)
in,out � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, à ôóíêöèè B±1/3,in,out(τ)

îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Bp,in(τ) = Jp(τ) ôóíêöèÿ Áåññåëÿ (3.13)
Bp,out(τ) = Ip(τ) ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ (3.14)

Â ôîðìóëàõ (3.7) � (3.14) âåðõíèå çíàêè ûáèðàþòñÿ âìåñòå ñ èíäåêñàìè in, à
íèæíèå ñ out. Íèæå ìû îïóñêàåì èíäåêñû in è out â ôîðìóëàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê îáîèì
ñëó÷àÿì.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì q = C(+)/C(−),
ïîýòîìó íèæå ìû èñïîëüçóåì ýòî îòíîøåíèå âìåñòî C(+) è C(−). Ñëó÷àè íóëåâîãî C(−)

è ñëåäîâàòåëüíî áåñêîíå÷íîãî q ñîîòâåòñòâóþò òðàåêòîðèÿì DIO è EE ′ íà ðèñ. 3.1b
äëÿ íèæíèõ è âåðõíèõ çíàêîâ ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå íå ïðåäñòàâëÿþò, êàê ýòî áóäåò
ÿñíî èç äàëüíåéøåãî, èíòåðåñà ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèé ãðàíè÷íîé çàäà÷è, è ìû èõ
íå ðàññìàòðèâàåì.

Èñïîëüçóÿ ðåêóðåíòíûå ñîòíîøåíèÿ äëÿ B
′
p, BpB è Bp+1, ìîæíî çàïèñàòü

âûðàæåíèå (3.10) äëÿ X(τ) â äðóãîì âèäå:

X(τ) = τ 1/3 qB−2/3 ∓B+2/3

qB+1/3 + B−1/3

(3.15)
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Íà îñíîâå óðàâíåíèé (3.7), (3.8), ìîæíî âûðàçèòü áåçðàçìåðíóþ äëèíó êðèâîé ξ
÷åðåç ïàðàìåòð τ êàê

ξ =

∫
dy(τ)/dτ

(dy/dξ)(τ)
dτ = ξ0 ∓ aτ 2/3 (3.16)

ãäå ξ0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü îäèíàêîâà äëÿ îáåèõ ÷àñòåé,
÷òîáû îáåñïå÷èòü íåïðåðûâíîñòü ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó ñøèâêè.

Èç óðàâíåíèé (3.7), (3.8) âèäíî, ÷òî òðàåêòîðèè ìîãóò ïåðåñåêàòü îñü y = 0 òîëüêî
ïðè y′ = −1, â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ôàçîâûì ïîðòðåòîì íà ðèñ. 3.1b.

Òåïåðü ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî âåðõíèå è íèæíèå çíàêè â ôîðìóëàõ (3.7)�(3.14)
ñîîòâåòñòâóþò âíóòðåííèì è âíåøíèì ÷àñòÿì ðåøåíèé, ñøèâàþùèõñÿ ïðè τ = 0, è
íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû q, îáåñïå÷èâàþùèå ýòó ñøèâêó. Äåéñòâèòåëüíî,
èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðè ìàëûõ àðãóìåíòàõ, íàéäåì,
÷òî ôóíêöèÿ X(τ) ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó, êàê äëÿ âíóòðåííèõ òàê è äëÿ
âíåøíèõ ðåøåíèé:

X(0) = X0 = 21/3 Γ(2/3)

Γ(1/3)
q (3.17)

Òàê ÷òî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ è y è dy/dξ ñòðåìÿòñÿ ê êîíå÷íûì ïðåäåëàì ïðè τ → 0.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëüíûå òî÷êè ëåæàò íà êðèâîé

(dy/dξ + 1)2 = 2y3 (3.18)

Èç ðèñ. 3.1b âèäíî, ÷òî ýòà êðèâàÿ îòäåëÿåò òî÷êè, äîïóñòèìûå äëÿ âíóòðåííèõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè ξ = 0 (dy/dξ = −1, y > 0) îò äîïóñòèìûõ äëÿ âíåøíèõ
óñëîâèé ïðè ξ = ∞ (dy/dξ = y = 0) èëè ïðè ξ = Ξ (dy/dξ = −1, y < 0). Òàê
÷òî, åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü óäîâëåòâîðÿòü îáîèì óñëîâèÿì ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
òðàåêòîðèÿ ñîñòîÿëà èç äâóõ ÷àñòåé, ïðèíàäëåæàùèõ ê äâóì ðàçëè÷íûì ñëó÷àÿì è
ñøèâàþùèõñÿ íà êðèâîé (3.18). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
X(τ) äëÿ ýòèõ äâóõ ÷àñòåé áûëè ðàâíû ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó. Òàê
÷òî, óñëîâèå ñøèâêè èìååò âèä

qout = −qin (3.19)
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Çàìå÷àíèå Íåîáõîäèìîñòü ñòðîèòü òî÷íîå ðåøåíèå ñøèâêîé äâóõ ÷àñòåé,
çàäàííûõ ðàçëè÷íûìè àíàëèòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè, êàæåòñÿ ïðîòèâîðå÷àùåé
àíàëèòè÷íîñòè óðàâíåíèÿ (3.4) â òî÷êå ñøèâêè. Îäíàêî çäåñü íåò íèêàêîãî
ïðîòèâîðå÷èÿ, ïîñêîëüêó îáà ñøèâàåìûõ ðåøåíèÿ ìîæíî îïèñàòü îäíèìè è òåìè æå
ôîðìóëàìè

y(s) = as
(
Y 2(s) + 1

)
, dy/dξ(s) = −1 + 3s3/2Y (s)

(
Y 2(s) + 1

) (3.20)

ãäå
Y (s) =

qJ−2/3(s
3/2)− J2/3(s

3/2)

qJ1/3(s3/2) + J−1/3(s3/2)
(3.21)

ïðè÷åì ïàðàìåòð s ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
Ýòî ðåøåíèå ïðè s = τ 2/3 ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèÿì (3.7)�(3.14) ñ âåðõíèìè çíàêàìè,
à ïðè s = −τ 2/3 ñ íèæíèìè çíàêàìè. Àíàëèòè÷íîñòü ðåøåíèÿ (3.20), (3.21) ïðè s =

0 ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä äëÿ Jp ñîäåðæèò
÷ëåíû ñ ïîêàçàòåëÿìè îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè. Íî óðàâíåíèÿ (3.20), (3.21) îïðåäåëåíû
òîëüêî â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ, è êóñî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå (3.7)�(3.14) ïðàêòè÷åñêè
áîëåå óäîáíî.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òðàåêòîðèÿìè íà ôàçîâîì ïîðòðåòå ñèñòåìû
è ðåøåíèÿìè, îïèñàííûìè ôîðìóëàìè (3.20), (3.21) îêàçàëîñü íå âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì. À èìåííî, åñëè òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàåò ëèíèþ (3.18), òî äâå åå ÷àñòè
îïèñûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè ðàçëè÷íîãî âèäà, ñ óñëîâèåì (3.19). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü
íåîäíîçíà÷íîñòü è â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè: îäíî ðåøåíèå (3.7)�(3.14) ìîæåò
ñîîòâåòñòâîâàòü áîëåå ÷åì îäíîé òðàåêòîðèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ h(τ)
îïðåäåëåííàÿ â (3.11) ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîé â êîðíÿõ B±1/3, òàê ÷òî â îêðåñòíîñòè
òàêîãî êîðíÿ òðàåêòîðèè èäóò ê (+∞,±∞). Òàê êàê öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè
qJ1/3 + J−1/3 èìåþò ñ÷åòíîå ÷èñëî êîðíåé, òî îäíî ðåøåíèå ñ âåðõíèìè çíàêàìè
ñîîòâåòñòâóåò ñ÷åòíîìó ìíîæåñòâó òðàåêòîðèé íà ôàçîâîì ïîðòðåòå, ÿâëÿþùèõñÿ
ðàçëè÷íûìè âåòâÿìè îäíîé è òîé æå àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé. Òåì íå ìåíåå, ýòî
íå ñîçäàåò íèêàêèõ ïðîáëåì ïðè ðåøåíèè ãðàíè÷íîé çàäà÷è, ïîñêîëüêó êàê áûëî
ïîêàçàíî âûøå, íàñ âñåãäà èíòåðåñóþò òîëüêî âåòâè, ïåðåñåêàþùèå êðèâóþ (3.18), à
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ýòè ïåðåñå÷åíèÿ âñåãäà ïðîèñõîäÿò ïðè τ â èíòåðâàëå îò 0 äî ïåðâîãî ïîëîæèòåëüíîãî
êîðíÿ ôóíêöèè B±1/3.

Ïîâåäåíèå âíåøíèõ ðåøåíèé ïðè τ → +∞ áîëåå ïðîñòîå. Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó
äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, âèäèì,
÷òî âîçìîæíî òîëüêî äâà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ:

hout(τ) ≈ 1− 1/(2τ), q 6= −1 (3.22)

è
hout(τ) ≈ −1− 1/(2τ), q = −1 (3.23)

Ïåðâûé èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò âñåì òðàåêòîðèÿì ñëåâà îò ñåïàðàòðèñû AO, êîòîðûå
ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó I(0,−1) è ïðèõîäÿò â íà÷àëî êîîðäèíàò ñëåâà, òîãäà êàê âòîðîé
ñëó÷àé îïèñûâàåò ñàìó ñåïàðàòðèñó AO, êîòîðàÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò
ñïðàâà (ñì. ðèñ. 3.1b). Òàêèì îáðàçîì, ñåïàðàòðèñà îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

qin = −qout = +1 (3.24)

3.3 Ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è ïðè γ = 0.

3.3.1 Êðóãëàÿ ñðåäà ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (2.43) â êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå áûëè ïðåäñòàâëåíû
òàêæå â [1, 2, 67]. Óñëîâèå íà ñâîáîäíûé êîíåö áûëî óïîìÿíóòî ðàíåå â (1.18) è ñâÿçàíî
ñ òðåáîâàíèåì îðòîãîíàëüíîñòè îáðûâà ôðîíòà ê ÿäðó. Åùå îäíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà
ñâîáîäíûé êîíöå ñâÿçàíî ñ äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèåì ñòàöèîíàðíîñòè âðàùåíèÿ,
è èìååò âèä

K
′
(0) = −ω/D (3.25)

Äëÿ êðóãëîé ñðåäû ñ íåïðîíèöàåìîé ãðàíèöåé, ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà âíåøíåì êîíöå,
ò.å. ãðàíèöå ñðåäû âûãëÿäåò àíàëîãè÷íî:

K
′
(L) = −ω/D (3.26)
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ãäå L � ïîëíàÿ äëèíà ôðîíòà. Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íîé ñðåäû, ïîñëåäíåå óñëîâèå
çàìåíÿåòñÿ íà

K(∞) = 0 (3.27)
Óðàâíåíèå (2.43) âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.18), (3.25), (3.27) èëè (1.18),
(3.25), (3.26) ïîëíîñòüþ ñòàâÿò íåëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè
K(s) è ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ω, êàê èçëîæåíî â [1, 2]. Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ (3.1),
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèîáðåòóò âèä

y(0) = βΩ−2/3, y
′
(0) = −1, y(+∞) = +0 (3.28)

äëÿ íåîãðàíè÷åííîé èëè

y(0) = βΩ−2/3, (3.29)
y

′
(0) = y

′
(Ξ) = −1 (3.30)

äëÿ êðóãëîé ñðåäû. Çäåñü äîïîëíèòåëüíî îáîçíà÷åíî

β = DKc/V∗ (3.31)
Ω̃ = β−3/2Ω (3.32)
Ξ = Ω1/3V∗D

−1L (3.33)

Íàëîæèì òåïåðü íà ðåøåíèÿ (3.7)�(3.15) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.29), (3.30).
Êîíñòàíòà ξ0 â âûðàæåíèè (3.16) äëÿ íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà ξ âûáèðàåòñÿ òàê,
÷òîáû íà ñâîáîäíîì êîíöå îêàçàëîñü ξ = 0. Èç (3.7)�(3.8) âèäíî, ÷òî ñâîáîäíûé êîíåö
ξ = 0 äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ðåøåíèÿìè ñ âåðõíèì çíàêîì, ïîñêîëüêó y(0) äîëæåí áûòü
ïîëîæèòåëåí ïðè y′

= −1. Îáîçíà÷èì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà τ , ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé
òî÷êå, ÷åðåç τ1. Ñîãëàñíî (3.8), íàõîäèì ÷òî

Xin(τ1) = 0, hin(τ1) = −1/(3τ1) (3.34)

Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ïàðàìåòðîì τ1 è êîíñòàíòîé qin. Ñîîòâåòñòâåííî, êîíñòàíòà ξ0 â óðàâíåíèè (3.16) äëÿ
âíóòðåííåé ÷àñòè ðàâíà

ξ0 = aτ
2/3
1 (3.35)
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Â òî æå âðåìÿ, ýòà âåëè÷èíà ðàâíà ïîëíîé áåçðàçìåðíîé äëèíå âíóòðåííåé ÷àñòè
âîëíû. Èç (3.29), (3.7), (3.34) ñëåäóåò ÷òî

Ω̃ = 21/2/(3τ1) (3.36)

Âíåøíÿÿ ÷àñòü îïðåäåëåíà äëÿ τ â èíòåðâàëå îò τ = 0 äëÿ òî÷êè ñøèâêè äî íåêîòîðîãî
τ = τ2, ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàíèöå ñðåäû ξ = Ξ. Ñëåäîâàòåëüíî,

Xout(τ2) = 0, hout(τ2) = −1/(3τ2), (3.37)
Ξ = a(τ

2/3
1 + τ

2/3
2 ), (3.38)

y(Ξ) = −aτ 2/3
2 , (3.39)

Ïîñëåäíåå óñëîâèå, íåîáõîäèìîå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ � ýòî óñëîâèå (3.19),
êîòîðîå óñòàíàâëèâàåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé hin è hout â òî÷êå
ñøèâêè.

Íàéäÿ íàòóðàëüíîå óðàâíåíèå âîëíîâîãî ôðîíòà äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà qin,
ìîæíî íàéòè ðàäèóñ åãî ÿäðà r è ðàäèóñà ñðåäû R. Ïðÿìîé ïóòü ñîñòîÿë áû â òîì,
÷òîáû âîññòàíîâèòü ôîðìó êðèâîé, çàòåì íàéòè êàñàòåëüíûå ê íåé íà âíóòðåííåì
è âíåøíåì êîíöàõ, è íàéòè öåíòð âðàùåíèÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ýòèõ êàñàòåëüíûõ. Â
ïðèíöèïå, ýòî ìîãëî áûòü ñäåëàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì ïðÿìîóãîëüíûå
äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, ñâÿçàííûå ñ ôðîíòîì. À èìåííî, ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò
âî âíóòðåííèé êîíåö ôðîíòà, à îñü x íàïðàâèì ïî êàñàòåëüíîé ê ôðîíòó â ýòîé òî÷êå.
Óãîë ôðîíòà â ïðîèçâîëüíîé åãî òî÷êå ñ îñüþ x ìîæåò áûòü íàéäåí êàê

φ(s) =

s∫
0

K(s1)ds1 (3.40)

à çàòåì êîîðäèíàòû òî÷åê ôðîíòà îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè

X(s) =

s∫
0

cos(φ(s1))ds1, Y (s) =

s∫
0

sin(φ(s1))ds1 (3.41)

Îáå êàñàòåëüíûå ê ôðîíòó â åãî êîíöàõ ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð âðàùåíèÿ, òàê ÷òî çíàÿ
X(L), Y (L) è φ(L), ìîæíî íàéòè ðàäèóñ ñðåäû:

R = Y (L)/ sin(φ(L)), (3.42)
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è ðàäèóñ ÿäðà
r = Y (L)/ tan(φ(L))−X(L), (3.43)

Îäíàêî, ýòîò ïóòü íå ïðîñò. Ðàäèóñ ÿäðà ìîæíî íàéòè áîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì
[16]. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ôðîíò â êîí÷èêå îðòîãîíàëåí ê ÿäðó, òàê ÷òî ñêîðîñòü
ôðîíòà â êîí÷èêå � ïðîèçâåäåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè è ðàäèóñà ÿäðà,

ω = V (0)/r = (V0 −DKc)/r, (3.44)

ïîñêîëüêó êðèâèçíà â êîí÷èêå ðàâíà Kc, è ñëåäîâàòåëüíî

r = V0ω
−1(1− β) (3.45)

Çäåñü è äàëåå, ìû ñîõðàíÿåì ÷ëåíû O (β) íàðÿäó ñ O (1), íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÷ëåí
O (β) áûë îïóùåí â èñõîäíîì óðàâíåíèè (3.4) è ïîòîìó âñå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
c òî÷íîñòüþ äî ýòîé âåëè÷èíû. Ýòî ñäåëàíî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðåçóëüòàòû
ñîîòâåòñòâóþò òî÷íûì ðåøåíèÿì ãðàíè÷íîé çàäà÷è (3.4), (3.28)�(3.30). Íåîáû÷íî
âûãëÿäåùåå ïîÿâëåíèå ÷ëåíîâ ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà ïî β â �òî÷íûõ ðåøåíèÿõ�
óðàâíåíèÿ ñ β = 0 � åñòåñòâåííîå ñëåäñòâèå íå-ãîìîòåòè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïåðåìåííûõ, çàâèñÿùåãî îò β, ñì. Çàìå÷àíèå 2 â ðàçäåëå 3.2. Òåõíè÷åñêè,
ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â íåèíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé (3.40)�(3.43) ïðè èçìåíåíèè β.
Ñîîòâåòñòâåííî, ÷ëåíû ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà ïî β ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî â ôîðìóëàõ
ðàññòîÿíèé â �ôèçè÷åñêèõ� åäèíèöàõ, òî åñòü â ôîðìóëàõ äëÿ ðàäèóñîâ ñðåäû è
ÿäðà. Åñòåñòâåííî, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìåíüøèå ÷ëåíû ìîãóò áûòü îïóùåíû äëÿ
ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé, õîòÿ èìåþòñÿ è íåêîòîðûå èñêëþ÷åíèÿ (ñì. Ðàçäåë 3.3.4).

Ê ñîæàëåíèþ, ðàäèóñ ñðåäû íå ìîæåò áûòü âîîáùå ãîâîðÿ íàéäåí òåì æå ñïîñîáîì,
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âíåøíèé êîíåö ôðîíòà òàêæå îðòîãîíàëåí ê ãðàíèöå. Ïðè÷èíà
â òîì, ÷òî â äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñðåäå, êðèâèçíà íà âíåøíåì êîíöå äàëåêà îò
ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è ïðè α = 0 (ñì. Ðàçäåëû 3.3.3 è 3.3.5 íèæå). ×òîáû íàéòè
ýòó âåëè÷èíó, êàæåòñÿ ïðàâèëüíûì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ (3.40)�(3.42), êàê ìû
ïîêàçûâàåì íà ïðèìåðå áîëüøèõ ñðåä íèæå.
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Òåïåðü èç óðàâíåíèé (3.34), (3.37) è ðåêóðñèâíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèé Áåññåëÿ, íàéäåì, ÷òî

qin = J2/3(τ1)/J−2/3(τ1), (3.46)
qout = −I2/3(τ2)/I−2/3(τ2), (3.47)

òàê ÷òî óñëîâèå ñøèâêè (3.19) ïðèâîäèòñÿ ê

J2/3(τ1)/J−2/3(τ1) = I2/3(τ2)/I−2/3(τ2) (3.48)

Ðåçþìå. Âûøåïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé
ãðàíè÷íîé çàäà÷è, â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ìîæíî
èñïîëüçîâàòü êîíñòàíòó

q = qin = (C+/C−)in = −qout = −(C+/C−)out, 0 < q ≤ 1 (3.49)

Çàäàâàÿ ýòó êîíñòàíòó, ìû íåìåäëåííî îïðåäåëÿåì K(s) óðàâíåíèÿìè (3.7)�(3.14).
×òîáû íàõîäèòü äðóãèå âåëè÷èíû, ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ, íóæíî íàéòè çíà÷åíèÿ
τ1,2, ðåøèâ äâà íåëèíåéíûõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèÿ

q = J2/3(τ1)/J−2/3(τ1), (3.50)
q = I2/3(τ2)/I−2/3(τ2), (3.51)

Ïðàêòè÷åñêè äîñòàòî÷íî îäèí ðàç çàòàáóëèðîâàòü ôóíêöèè τ1(q) è τ2(q). Ïîñëå ýòîãî,
èíòåðåñíûå ôèçè÷åñêè ïàðàìåòðû ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû ïî ôîðìóëàì, êîòîðûå ìû
ïðèâîäèì íèæå åùå ðàç äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ, è â áåçðàçìåðíîé è ðàçìåðíîé ôîðìàõ:

×àñòîòà âðàùåíèÿ:

Ω̃ = 21/2/(3τ1), (3.52)
ω = (2DV0K

3
c )1/2/(3τ1). (3.53)

Ïîëíàÿ äëèíà ôðîíòà:

KcL = 3(β/2)1/2
(
τ1 + τ

1/3
1 τ

2/3
2

)
, (3.54)

L = 3

(
D

2V0Kc

)1/2 (
τ1 + τ

1/3
1 τ

2/3
2

)
, (3.55)
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Ðàäèóñ ÿäðà:

Kcr = 3(2β)−1/2(1− β)τ1, (3.56)
r = 3

(
V0

2DK3
c

)1/2

(1−DKc/V0) τ1, (3.57)

Ðàäèóñ ñðåäû:

R =

L∫
0

sin

 s∫
0

K(s1)ds1

 ds/ sin

L∫
0

K(s)ds (3.58)

Íèæå ìû ðàññìàòðèâàåì ñïåöèàëüíûå è ïðåäåëüíûå ñëó÷àè, êîãäà ðåøåíèÿ
ãðàíè÷íîé çàäà÷è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ÿâíî.

3.3.2 Íåîãðàíè÷åííàÿ ñðåäà.

Â ýòîì ñëó÷àå, âíåøíÿÿ ÷àñòü áåñêîíå÷íà, τ2 = ∞, òàê, ÷òî ïàðàìåòð q = 1, è
óðàâíåíèå (3.50) câîäèòcÿ ê

J2/3(τ1) = J−2/3(τ1), (3.59)

â êîòîðîì íàñ èíòåðåñóåò íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü, â ñîîòâåòñòâèè ñ
çàìå÷àíèåì â êîíöå ðàçäåëà 3. Ýòîò êîðåíü ðàâåí

τ ∗1 = σ = 0.68555 . . . (3.60)

Ýòî çíà÷åíèå áóäåò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì, ïîýòîìó ìû îáîçíà÷èëè åãî
îòäåëüíûì ñèìâîëîì σ äëÿ êðàòêîñòè. Òîãäà èç (3.52) íàõîäèì

Ω̃∗ = 0.68763 . . . (3.61)

Òàê ÷òî ðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ñïèðàëüíîé âîëíû:

ω∗ = Ω̃∗KcV0β
1/2 = 0.68763 . . .

(
DK3

cV0

)1/2
, (3.62)

r∗ =
1− β

KcΩ̃∗β1/2
= 1.4542 . . .

(
V0

DK3
c

)1/2

(1−DKc/V0) (3.63)
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Äëèíà âíóòðåííåé ÷àñòè ðåøåíèÿ ñîãëàñíî (3.35)

s0 = β1/2/(Ω̃∗Kc) (3.64)

Ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ. Áåçðàçìåðíàÿ
÷àñòîòà ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè [1, 2, 67], ãäå çíà÷åíèå Ω̃∗ îêàçàëîñü ðàâíûì
0.685. Äëèíà âíóòðåííåé ÷àñòè ðåøåíèÿ (3.64) ñîâïàäàåò ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñ
øèðèíîé ïîãðàíñëîÿ îöåíåííîé â [1, 2].

Ëåãêî íàéòè òàêæå K(s) âäàëè îò ÿäðà. Íåîãðàíè÷åííàÿ ñðåäà ñîîòâåòñòâóåò
q = −1. ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (3.7) è èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêè äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó

y ≈ a/(3τ 1/3), τ →∞ (3.65)

êîòîðàÿ ïîñëå ó÷åòà (3.1) è (3.16) ïðèâîäèòñÿ ê õîðîøî èçâåñòíîìó óðàâíåíèþ
ýâîëüâåíòû îêðóæíîñòè ðàäèóñà r∗, òî åñòü ÿäðà:

K∗(s) ≈ (2r∗s)−1/2, s→∞ (3.66)

Ðèñóíîê 3.2 èëëþñòðèðóåò ðåøåíèå äëÿ íåîãðàíè÷åííîé ñðåäû.

3.3.3 Ñðåäà áîëüøîãî ðàäèóñà.

Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò êðèâîé BIB′ íà ôàçîâîì ïîðòðåòå ðèñ. 3.1(b); ÷åì áîëüøå
ðàäèóñ ñðåäû, òåì áëèæå ê íà÷àëó êîîðäèíàò ïðîõîäèò âíåøíÿÿ ÷àñòü äóãè BI. Â
ýòîì ñëó÷àå, ïàðàìåòð q áëèçîê ê åäèíèöå, òàê ÷òî ìû èùåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
(3.50), (3.51) êîãäà

q = 1− δ, 0 < δ � 1 (3.67)

Óðàâíåíèå (3.50) ïðè q = 1 èìååò ïðîñòîé êîðåíü σ, òàê ÷òî

τ1 = σ −
J2/3(σ)

J−1/3(σ) + J1/3(σ)
δ. (3.68)
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Ðèñ. 3.2: Ñïèðàëüíàÿ âîëíà â íåîãðàíè÷åííîé ñðåäå. (a) Êðèâèçíà êàê ôóíêöèÿ äëèíû âäîëü

ôðîíòà y(ξ). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � òî÷íîå ðåøåíèå (3.7)�(3.14). Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � àñèìïòîòèêà

(3.66) � ýâîëüâåíòà îêðóæíîñòè. (b) Ôîðìà âîëíîâîãî ôðîíòà ïðè β = 0.1, Kc = 1. Ñòðåëêà

ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ, ìàëåíüêèé ïóíêòèðíûé êðóã � ÿäðî, áîëüøèé ïóíêòèðíûé êðóã

� ìåñòî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ñøèâêè.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (3.51), íàäî íàéòè êîðåíü, áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùèé ïðè q → 1, òàê
÷òî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòèêó I(τ) ïðè áîëüøèõ τ , êîòîðàÿ äàåò

δ ≈
31/2K2/3(τ2)

πI2/3(τ2)
(3.69)

îòêóäà
τ2 ≈ log(31/2/δ)/2 (3.70)

Ïîñëå ýòîãî, ôîðìóëû (3.52)�(3.58) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü âñå èíòåðåñóþùèå íàñ
ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû.

Îñîáàÿ àêêóðàòíîñòü òðåáóåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè ðàäóñà ñðåäû. Ïðåæäå âñåãî
âû÷èñëèì óãîë îðèåíòàöèè ôðîíòà φ(s). Âîñïîëüçîâàâøèñü àñèìïòîòèêàìè ôóíêöèé
Áåññåëÿ, âèäèì, ÷òî íà áîëüøåé ÷àñòè êðèâîé îí ïî÷òè òàêîé æå êàê è äëÿ ñâîáîäíîé
ñïèðàëè:

φ(s) = (2s/r)1/2, (3.71)

òàê ÷òî èíòåãðàëüíûé èçãèá ôðîíòà

Φ̃ = φ(L) = (2L/r)1/2, (3.72)
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Ýòî çíà÷åíèå ïîìå÷åíî òèëüäîé, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îíî îòëè÷àåòñÿ îò èñòèííîãî íà
êîíå÷íóþ ïîïðàâêó, ñâÿçàííóþ ñ òåì, ÷òî äëÿ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ïîãðàíè÷íûõ
ñëîåâ àïïðîêñèìàöèÿ (3.71) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âêëàä âíóòðåííåãî
ñëîÿ àñèìïòîòè÷åñêè ìàë ïðè áîëüøèõ L, òîãäà êàê âêëàä âíåøíåãî áëèçîê ê π/2,
òàê êàê ôðîíò ñâîáîäíîé ñïèðàëè ïðè áîëüøîì ðàäèóñå ïî÷òè ïàðàëëåëåí ãðàíèöå
è äîëæåí ïîâåðíóòüñÿ ïî÷òè íà π/2, ÷òîáû ñòàòü îðòîãîíàëüíûì ê íåé. Îáîçíà÷àÿ
ïîëíóþ ïîïðàâêó π/2 + ε, ε� 1, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.58) êàê

R cos(Φ̃ + ε) =

L∫
0

sin(φ(s))ds ≈ r sin(Φ̃)− (2rL)1/2 cos(Φ̃), (3.73)

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëà ñ ïîäñòàíîâêîé φ(s) èç
óðàâíåíèÿ (3.71). Ðàñêðûâàÿ êîñèíóñ ñóììû è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè sin(Φ̃)

è cos(Φ̃), ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ:

R cos ε ≈ −(2rL)1/2, R sin ε ≈ −r (3.74)

èç êîòîðûõ íàõîäèì ðàäèóñ ñðåäû è ìàëóþ ïîïðàâêó ε:

R2 ≈ r2 + 2rL, (3.75)
tan(ε) ≈ (r/(2L))1/2 → 0, L→∞ (3.76)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ε äåéñòâèòåëüíî àñèìïòîòè÷åñêè ìàëàÿ ïîïðàâêà â ïðåäåëå L→∞.
Ïîëíàÿ äëèíà ôðîíòà

L ≈ (R2 − r2)/(2r) (3.77)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ýëåìåíòàðíûõ ñîîáðàæåíèé, çàìåòèâ
÷òî âîëíû ïî÷òè ýêâèäèñòàíòíû íà ðàññòîÿíèè 2πr äðóã îò äðóãà, ïî÷òè ïëîñêèå è
çàïîëíÿþò ïëîùàäü π(R2 − r2).

Óðàâíåíèå (3.75) ñ ó÷åòîì (3.54), (3.56) ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ τ1,2:

R ≈ r
[
1 + 2β

(
1 + (τ2/τ1)

2/3
)]1/2 (3.78)
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Ðàññìàòðèâàÿ R êàê äàííîå, ìîæíî íàéòè èç ýòîãî óðàâíåíèÿ τ2:

τ2 = τ1

[
(R/r)2 − 1

2β
− 1

]3/2

≈ τ1

[
(R/r)2 − 1

2β

]3/2 [
1− 3βr2

R2 − r2

]
(3.79)

Ïîëàãàÿ â (3.79) τ1 ≈ σ è r ≈ r∗, ïîëó÷èì â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî β

τ2 ≈
K3

c

27σ2

(
R2 − r∗2

)3/2
, (3.80)

òàê ÷òî ÷àñòîòà âðàùåíèÿ ñïèðàëüíîé âîëíû, êàê ôóíêöèÿ R, ñîãëàñíî (3.68), (3.70)
äàåòñÿ âûðàæåíèåì

Ω̃ = Ω̃∗
[
1 +Q exp

(
−(R2 − r∗2)3/2λ−3

)]
, (3.81)

ãäå
Q = 31/2σ−1 J2/3(σ)

J−1/3(σ) + J1/3(σ)
≈ 0.80161, (3.82)

è
λ =

3σ2/3

21/3Kc

≈ 1.8513K−1
c , (3.83)

Âåëè÷èíó λ, ñîãëàñíî åå ðîëè â (3.81) ìîæíî íàçâàòü ðàññòîÿíèåì
÷óâñòâèòåëüíîñòè ñïèðàëüíîé âîëíû, ïîñêîëüêó îíà îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíîå
ðàññòîÿíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ âëèÿíèÿ ãðàíèöû íà âðàùåíèå ñïèðàëüíîé
âîëíû.

Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ýòîé àïïðîêñèìàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû
τ2, ïîëó÷åííîå èç (3.80) îêàçàëîñü áîëüøèì, èëè çàìåòèòü íåïîñðåäñòâåííî èç (3.81).
Ýòî óñëîâèå ñâîäèòñÿ ê

R− r∗ � β1/2K−1
c ∼ β1/2λ (3.84)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî íå òðåáóåò R � r, òàê êàê ðàññòîÿíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìíîãî
ìåíüøå ÷åì ðàäèóñ ÿäðà. Êðîìå òîãî, ýòî íå òðåáóåò ÷òîáû R − r∗ � λ, çà ñ÷åò
áîëüøîé âåëè÷èíû (R+ r∗) ∼ β−1/2. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îöåíêà (3.84) ñîãëàñóåòñÿ
ñ îöåíêîé, ñäåëàííîé â [9], [10] îòíîñèòåëüíî äëèíû ôðîíòà, êîòîðûé çàìåòíî âëèÿåò
íà äâèæåíèå êîí÷èêà.
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Ðèñ. 3.3: Ôîðìà ôðîíòà â ñðåäå áîëüøîãî ðàäèóñà. (a): îáùèé âèä. (b): óâåëè÷åííûé øòðèõîâîé

ïðÿìîóãîëüíèê íà ëåâîì ðèñóíêå. Ïóíêòèðíûå êðóãè � ÿäðî, ãðàíèöà ñðåäû, è ìåñòî ðàñïîëîæåíèÿ

òî÷åê ñøèâêè. Õîòÿ ðàäèóñû ÿäðà è ñðåäû èìåþò ñðàâíèìûå ðàçìåðû, ýòîò ñëó÷àé óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ ïðåäåëà áîëüøîãî ðàäèóñà ñðåäû; äàëüíåéøåå åãî óâåëè÷åíèå íå âëèÿåò ñóùåñòâåííî íà

ðàäèóñ ÿäðà.

Òèïè÷íàÿ ôîðìà âîëíû ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3.7)�(3.14) ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.3.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàäèóñ ñðåäû èìååò òîò æå ïîðÿäîê ÷òî è ðàäèóñ ÿäðà. Âñå æå

îí îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷åí ÷òîáû ðàáîòàëà äàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, â êîòîðîé ñðåäà
ïðèíèìàåòñÿ áîëüøîé.

3.3.4 Ñðåäà ìàëîãî ðàäèóñà.

Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò êðèâîé CIC ′ íà ôàçîâîì ïîðòðåòå ðèñ. 3.1(b). Ïîñêîëüêó
ìû îæèäàåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîëíàÿ äëèíà êðèâîé Ξ áóäåò ìàëà, òî, ñîãëàñíî (3.38),
τ1,2 òàêæå ìàëû. Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó äëÿ Bp(τ) ïðè ìàëîì àðãóìåíòå, ïîëó÷èì
ðåøåíèÿ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (3.50) è (3.51):

τ1 ≈ τ2 ≈ 2

(
2Γ(2/3)

3Γ(1/3)
q

)3/4

, q � 1 (3.85)

òàê ÷òî çíà÷åíèÿ τ1,2 äåéñòâèòåëüíî îêàçàëèñü ìàëûìè. Êðèâèçíà ôðîíòà â ýòîì
ïðåäåëå ðàâíà

K(τ) ≈ aKcΩ̃
2/3

[
9τ

8/3
1 /16± τ 2/3

]
≈ ±aKc(Ω̃τ)

2/3 (3.86)
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èëè òåðìèíàõ äëèíû ôðîíòà
K(s) ≈ Kc − ωs/D (3.87)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåííûì â [67], ãäå îíî áûëî
ïîñòóëèðîâàíî.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàäèóñà ñðåäû ìîæíî èñïîëüçîâàòü
óïðîùåííûé ñïîñîá, ïîõîæèé íà ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ðàäèóñà ÿäðà:

R = [V0 −DK(Ξ)]/ω (3.88)

îòêóäà ðàäèóñ ÿäðà
r ≈ R(1− β)/(1 + β) ≈ R(1− 2β) (3.89)

è ïîëíàÿ äëèíà ôðîíòà

L ≈ 2βr/(1− β) ≈ 2βR(1 + β) (3.90)

×àñòîòó âðàùåíèÿ, êàê ôóíêöèþ R ìîæíî íàéòè îáû÷íûì ñïîñîáîì. Èç (3.56), (3.89)
ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ äëÿ (3.50), (3.51), êàê ôóíêöèè R â âèäå

τ2 ≈ τ1 ≈ KcR
(2β)1/2

3(1 + β)
(3.91)

òàê ÷òî (3.52), (3.53) äàþò

Ω̃ ≈ 1 + β

KcRβ1/2
(3.92)

ω ≈ (1 + β)V0/R (3.93)

Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èç òðåáîâàíèÿ τ1 � 1,
êîòîðîå äàåò

KcR� β−1/2 (3.94)
÷òî ýêâèâàëåíòíî

R� r∗ (3.95)
Âñå ýòè ðåçóëüòàòû ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè [67] â ïðåäåëå β → 0.

Îòìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèè äëÿ r íåëüçÿ îòáðîñèòü ìàëûå ïî β ÷ëåíû áåç ïîòåðè
ñìûñëà.
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Òèïè÷íàÿ ôîðìà ôðîíòà äëÿ ýòîãî ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.4.
Âèäíî, ÷òî âîëíà âîçáóæäåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå äàëåêà îò òîãî ÷òîáû áûòü ñïèðàëüþ.
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Ðèñ. 3.4: Ôîðìà ôðîíòà â ñðåäå ìàëîãî ðàäèóñà. Îáîçíà÷åíèÿ òå æå ÷òî è íà ðèñ.6. Ïîêàçàíà ïî÷òè

ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðèçíàíà �ìàëîé� â ñìûñëå óñëîâèÿ (3.94). Ðàäèóñû ÿäðà è

ñðåäû ñâÿçàíû ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòüþ. Äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå ðàäèóñà ñðåäû äåëàåò ôðîíò

âîëíû âñå áîëåå êîðîòêèì è ïëîñêèì.

3.3.5 Ïðèìåíèìîñòü ðåøåíèé.

Ïðè ïåðåõîäå îò (3.2) ê (3.4) ìû ïðåíåáðåãëè ÷ëåíîì

αy = βΩ̃2/3y (3.96)

ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Õîòÿ β � ìàëûé ïàðàìåòð, íî Ω̃ è y � íåèçâåñòíûå
âåëè÷èíû, è êîìáèíàöèÿ (3.96) ìîæåò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îêàçàòüñÿ áîëüøîé, òàê
÷òî íàäî ïðîâåðèòü óñëîâèå

|αy| � 1 (3.97)
a posteriory, íàéäÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è. Ïîñêîëüêó y(ξ) � ìîíîòîííî
óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, îíà ïðèíèìàåò ñâîè ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ â ãðàíè÷íûõ
òî÷êàõ ξ = 0 è ξ = Ξ. Çíà÷åíèå y íà âíóòðåííåì êîíöå âñåãäà Ω̃−2/3, òàê ÷òî óñëîâèå
(3.97) òàì âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ. Íà âíåøíåì êîíöå, ïîëó÷èì èç (3.52) è (3.7) òðåáîâàíèå

|βΩ̃2/3y(Ξ)| ∼ β(τ2/τ1)
2/3 � 1 (3.98)
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Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà äëÿ ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ ÿâíàÿ ôîðìà
ðåøåíèÿ áûëà ïîëó÷åíà â ðàçäåëàõ 3.3.2�3.3.4. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî âñåãäà
âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå �ìàëîé ñðåäû� ðàçäåëà 3.3.4. Â ñëó÷àå �áîëüøîé ñðåäû� ðàçäåëà
3.3.3, îíî, ñîãëàñíî (3.79), ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

R− r∗ � r∗ ∼ K−1
c β−1/2 (3.99)

Òàê ÷òî ñ ó÷åòîì (3.84), ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3.3.3 ôîðìàëüíî ïðèìåíèìû ëèøü â
îòíîñèòåëüíî óçêîé îáëàñòè

K−1
c β1/2 � R− r∗ � K−1

c β−1/2 (3.100)

Ýòî ïåññèìèñòè÷åñêîå çàêëþ÷åíèå ñïðàâåäëèâî, îäíàêî, òîëüêî ÷àñòè÷íî. Äåëî â òîì,
÷òî (3.97) íàðóøàåòñÿ òîëüêî ïðè îòðèöàòåëüíûõ êðèâèçíàõ y, òî åñòü â ïîãðàíè÷íîì
ñëîå ìåæäó òî÷êîé ïåðåãèáà ôðîíòà è åãî âíåøíèì êîíöîì. Òî÷êà ïåðåãèáà τip, äëÿ
êîòîðîé y = 0, dy/dξ = −1, îïðåäåëÿåòñÿ, ñîãëàñíî (3.7), (3.8), (3.49) óðàâíåíèåì[

qI−2/3(τip)− I2/3(τip)
]2

=
[
qI1/3(τip)− I−1/3(τip)

]2 (3.101)

Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó äëÿ Ip(τ) ïðè áîëüøèõ τ è óñëîâèå q = 1− δ, δ � 1, ïîëó÷èì
èç íåãî óðàâíåíèå äëÿ òî÷êè ïåðåãèáà â áîëüøèõ ñðåäàõ:

δ ≈
√

3

12τip
exp(−2τip), (3.102)

êîòîðîå èìååò êîðåíü τip � 1, ïðèìåðíî ðàâíûé

τip ≈ τ2 − log(12)/2− 1

2
log(τ2 − log(12)/2), (3.103)

Òîãäà áåçðàçìåðíóþ äëèíó ïîãðàíñëîÿ ìîæíî îöåíèòü ñ ó÷åòîì (3.59), (3.9) êàê

ξbl ≈ a(τ
2/3
2 − τ

2/3
ip ) ≈ (6τ2)

−1/3 log [12τ2 − 6 log(12)] , (3.104)

÷òî ñ ó÷åòîì (3.83), (3.1), (3.80), (3.52), (3.64) ïðèâîäèò ê îöåíêå

lbl/λ ≈ Kclbl ≈ βr∗(R2 − r∗2)−1/2 log

[
Kc

(R2 − r∗2)3/2

β1/2

]
≈ β1/2

(
β

(R/r∗)2 − 1

)1/2

log

[
(R/r∗)2 − 1

β

]
� β1/2 � 1, (3.105)
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òî åñòü äëèíà ïîãðàíñëîÿ âñåãäà ìíîãî ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè, è
ïðåíåáðåæåíèå èì íå âëèÿåò ñóùåñòâåííî íà îöåíêó ÷àñòîòû âðàùåíèÿ è ðàäèóñà
ÿäðà. Äðóãîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ó÷åòîì (3.1), (3.104), (3.63):

lbl/(R− r∗) ≈ (3τ2)
−1 log [12τ2 − 6 log(12)] � 1, (3.106)

Îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîãðàíè÷íûé ñëîé âñåãäà ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó
ãðàíèöàìè ÿäðà è ñðåäû, òî åñòü ôîðìóëà äëÿ êðèâèçíû ñïðàâåäëèâà íà áîëüøåé
÷àñòè âîëíîâîãî ôðîíòà.

Â çàêëþ÷åíèè, ïðèâåäåì çäåñü îáëàñòè, â êîòîðûõ ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ èìåþò
ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà:

• (a) �Ìàëûå ñðåäû�
R� r∗, (3.107)

Çäåñü ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3.3.4.

• (b) �Ïðîìåæóòî÷íûå ñðåäû�

R ∼ r∗, R− r∗ � K−1
c β1/2 (3.108)

Çäåñü íåò íèêàêèõ ÿâíûõ ôîðìóë, ïîñêîëüêó ðàäèóñ ñðåäû ïðè äàííîì
ïàðàìåòðå q, ìîæíî íàéòè òîëüêî ïî ôîðìóëå (3.58) ÷åðåç îïðåäåëåííûå
èíòåãðàëû.

• (c) �Áîëüøèå ñðåäû�
K−1

c β1/2 � R− r∗ � K−1
c β−1/2 (3.109)

Çäåñü ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3.3.3, âêëþ÷àÿ âûðàæåíèå äëÿ êðèâèçíû
â óçêîì ñëîå âáëèçè âíåøíåé ãðàíèöû.

• (d) �Î÷åíü áîëüøèå ñðåäû�

R− r∗ ∼ K−1
c β−1/2èëèR− r∗ � K−1

c β−1/2 (3.110)

Çäåñü ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3.3.3, êðîìå âûðàæåíèÿ äëÿ êðèâèçíû â
óçêîì ñëîå âáëèçè âíåøíåé ãðàíèöû.

66



3.3.6 Îáñóæäåíèå.

Ïîëó÷åííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðèâîäèò êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíû,
âðàùàþùåéñÿ â êðóãëîé ñðåäå, (1.16), (1.18)�(2.41), ê ðåøåíèþ êîíå÷íûõ
òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (3.50), (3.51), ïîñëå ÷åãî âñå èíòåðåñíûå ôèçè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷àþòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå, âîçìîæíî ñ èñïîëüçîâàíèåì
îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ.

Ýòî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå èìååò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè. Ìû óïîìÿíåì çäåñü
îñîáî äâà èç íèõ:

• íåãîìîòåòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ê ðàçëè÷íûì ôîðìàì ôðîíòîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó è òîìó æå ðåøåíèþ;

• íåîáõîäèìîñòü ñøèâêè âåòâåé, îïèñûâàåìûõ ðàçëè÷íûìè àíàëèòè÷åñêèìè
ôîðìóëàìè, äëÿ îïèñàíèÿ åäèíîãî ðåøåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ÎÄÓ.

Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî òåì áîëåå óäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó, êàê ìû ìîãëè âèäåòü,
íåò íèêàêèõ �ôèçè÷åñêèõ� îñîáåííîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êå ñøèâêè.

Äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ.
Ñëó÷àé ñðåä ìàëîãî ðàäèóñà èìååò ìåñòî â äèàïàçîíå R � β−1/2K−1

c . ×àñòîòà
âðàùåíèÿ â ýòîì ïðåäåëå îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ðàäèóñó ñðåäû, ω ≈ V0/R, à
ðàäèóñ ÿäðà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí åìó, r ≈ R(1 − 2β). Ýòîò ñëó÷àé èçó÷àëñÿ ðàíåå
â [16] íà îñíîâå ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ïîñòóëàòîâ, âûâåäåííûõ èç ÷èñëåííîãî àíàëèçà
ãðàíè÷íîé çàäà÷è. Êàê ìîæíî âèäåòü, â ýòîì ñëó÷àå íà ïîâåäåíèå ñïèðàëüíîé âîëíû
î÷åíü ñèëüíî âëèÿåò ãðàíèöà ñðåäû, è ôîðìà ôðîíòà ðåçêî îòëè÷àåòñÿ îò ñâîáîäíîé
ñïèðàëè âïëîòü äî ÿäðà.

Äðóãîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé � ñëó÷àé ìàëîãî âëèÿíèÿ ãðàíèöû íà âðàùåíèå
âîëíû. Êàê îáñóæäàëîñü âî ââåäåíèèè, îí ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ äëÿ òåîðèè
àâòîâîëíîâûõ ñâèòêîâ. Ýòîò ñëó÷àé èìååò ìåñòî, åñëè ãðàíèöà äîñòàòî÷íî óäàëåííà
îò ÿäðà: R− r∗ � λ.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî íå òðåáóåò R � r∗, ïîñêîëüêó ñàì ðàäèóñ ÿäðà r∗ âåëèê
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ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì ÷óâñòâèòåëüíîñòè λ. ×àñòîòà âðàùåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå
îòëè÷àåòñÿ îò ñâîáîäíîé ñïèðàëè íà ïîïðàâêó, ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùóþ ñ
ðàññòîÿíèåì R− r∗ ìåæäó ÿäðîì è ãðàíèöåé ñðåäû:

ω ≈ ω∗ + const · exp

[
−

(
R2 − r∗2

λ2

)3/2
]

(3.111)

Ôîðìàëüíàÿ ïðèìåíèìîñòü ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ îãðàíè÷åíà ñëó÷àåì íå î÷åíü áîëüøèõ
ñðåä (3.109). Îäíàêî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè íàðóøåíèè ýòîãî óñëîâèÿ, îíî îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâûì, è ôîðìóëû íåïðèìåíèìû òîëüêî â ïðåíåáðåæèìî óçêîì ñëîå âáëèçè
ãðàíèöû ñðåäû.

Äðóãèì ïðèìåðîì àâòîâîëíîâîé ñðåäû, ãäå èçó÷àëîñü âëèÿíèå ãðàíèöû íà
÷àñòîòó âðàùåíèÿ àâòîâîëíîâîãî âèõðÿ, ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé êîìïëåêñíîãî
óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó (ÊÓÃË) [42]. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîïðàâêà òàêæå áûëà
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîé, õîòÿ è äðóãîãî âèäà:

ω ≈ ω∗ + const ·R−1/2 exp(−R/λ). (3.112)

Ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñëó÷àÿìè ìîæíî ïîíÿòü èíòóèòèâíî â òåðìèíàõ
äèôôóçèè ôàçû àâòîâîëíû [19]. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãðàíèöà âëèÿåò
íà ñîáûòèÿ âîêðóã ÿäðà ÷åðåç èçëó÷àåìóþ èç íåãî ñïèðàëüíóþ âîëíó. Ñïèðàëüíàÿ
âîëíà âäàëè îò ÿäðà ëîêàëüíî áëèçêà ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïëîñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ
âîëí, è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ àâòîâîëíàâîëíà (ÌÌÀÂ)
â ñìûñëå [72] è [54]. Òàê, ïåðåäà÷ó âëèÿíèÿ ãðàíèöû ê ÿäðó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
äèôôóçèþ ôàçû ÌÌÀÂ íà ôîíå åå òðàíñïîðòà â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè.
Ìîäåëü, ðàññìàòðèâàåìàÿ â [14], ïðåäïîëàãàåò ñêàëÿðíóþ äèôôóçèþ ôàçû, òî
åñòü ñëó÷àé, êîãäà ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ðàâåí áîêîâîìó. Â ìîäåëè,
ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü, ïðîäîëüíàÿ äèôôóçèÿ îòñóòñòâóåò, ïîñêîëüêó ñëåäóþùàÿ
âîëíà âîçáóæäåíèÿ íå ïîëó÷àåò íèêàêîé èíôîðìàöèè îò ïðåäûäóùåé, è âîçìóùåíèå
ìîæåò ïåðåäàâàòüñÿ òîëüêî ïî ôðîíòó. Òàê ÷òî, â ÊÓÃË, âîçìóùåíèå, âûçâàííîå
ïðèñóòñòâèåì ãðàíèöû ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïðÿìî �ïðîòèâ ïîòîêà� âîëí,
èñïóñêàåìûõ èç öåíòðà âðàùåíèÿ è åìó íàäî ïðåîäîëåòü òîëüêî ðàññòîÿíèå R.
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Íàîáîðîò, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âîçìóùåíèå äîëæíî ïðîéòè íàìíîãî áîëåå
äëèííûé ïóòü ïî ôðîíòó âîëíû L � R, ïîýòîìó âëèÿíèå ãðàíèöû â (3.111) óáûâàåò
ñ ðîñòîì R íàìíîãî áûñòðåå, ÷åì â (3.112).

Ýòà ýâðèñòè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîäñêàçûâàåò ÷òî àñèìïòîòèêè ïîäîáíûå (3.111)
ÿâëÿþòñÿ ìåíåå óíèâåðñàëüíûì è îãðàíè÷åíû ñëó÷àÿìè, êîãäà âîëíû ñëåäóþò äðóã
çà äðóãîì íåçàâèñèìî, òîãäà êàê àñèìïòîòèêè ïîäîáíûå (3.112) áîëåå âåðîÿòíû.

3.4 Ñòàöèîíàðíàÿ ñïèðàëü â íåîãðàíè÷åííîé ñðåäå

ïðè ïðîèçâîëüíîì γ.

3.4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáùåå ðåøåíèå.

Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìà ôðîíòà ñòàöèîíàðíîé ñïèðàëè â áåñêîíå÷íîé ñðåäå
îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.44) ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.38), (2.39), (2.41) äëÿ íåèçâåñòíûõ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
Ω è ôóíêöèè κ(σ). Â íåé øòðèõ (′) îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé s, áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ñðåäû îïðåäåëåíû óðàâíåíèÿìè (2.37). Íàñ
èíòåðåñóþò ðåøåíèÿ ñ κ, ìàëûìè.

Ôàçîâûé ïîðòðåò äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.44) ïîêàçàí íà ðèñ. 3.5(a).
Åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè
(2.41) � ñåïàðàòðèñà OA. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3.2, ýòà êðèâàÿ ìîæåò áûòü
îïèñàíà àíàëèòè÷åñêè â êóñî÷íîì âèäå,

κ(σ) = (9/2)1/3Ω2/3ζ2/3
(
1 + Y 2(ζ)

)
, κ′(σ) = 3ΩζY (ζ)

(
1 + Y 2(ζ)

)
− Ω,

ζ =

√
2

3
Ω1/2(σ0 − σ)3/2

Y (ζ) =
(
J−2/3(ζ)− J+2/3(ζ)

)
/
(
J−1/3(ζ) + J+1/3(ζ)

)
, (3.113)
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Ðèñ. 3.5: (a) Ôàçîâé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (2.44) â êîîðäèíàòàõ
(
κΩ−2/3, κ′Ω−1

)
. O � ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ, I � íåðàâíîâåñíàÿ îñîáàÿ òî÷êà. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ OA � ñåïàðàòðèñà. (b)

Êðàåâàÿ çàäà÷à â òåõ æå êîîðäèíàòàõ. Ñåïàðàòðèñà OA (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) � åäèíñòâåííàÿ

èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2.41); óñëîâèÿ (2.39), (2.38) âûäåëÿþò íà íåé òî÷êè,

ñîîòâåòñòâóþùèå êîí÷èêó. Øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ IA0 ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêèì ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì (1.15),(1.17) è äàåò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ A0. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò

çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ ν0 = 0, ν1 = −0.1, ν2 = 1, ν3 = −0.2, ν4 = 1.1, ν5 = −1, ν6 = ν7 = ν8 = 0. Â

ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ òðè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, A1,2,3, è ñëåäîâàòåëüíî òðè ðåøåíèÿ, Ω1,2,3 ≈ −0.95094,

−0.64050, −0.49185, è κ1,2,3(0) ≈ 0.078918, 2.2233, 0.12060.
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äëÿ σ ≤ σ0, è

κ(σ) = −(9/2)1/3Ω2/3ζ2/3
(
1− Y 2(ζ)

)
, κ′(σ) = −3ΩζY (ζ)

(
1− Y 2(ζ)

)
− Ω,

ζ =

√
2

3
Ω1/2(σ − σ0)

3/2

Y (ζ) =
(
I−2/3(ζ)− I+2/3(ζ)

)
/
(
I−1/3(ζ) + I+1/3(ζ)

)
≡ K2/3(ζ)/K1/3(ζ), (3.114)

äëÿ σ ≥ σ0, ãäå σ0 - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïîëîæåíèåì òî÷êè,
îòâå÷àþùåé êîí÷èêó íà ñåïàðàòðèñå OA. Áóäåì íàçûâàòü ýòè ÷àñòè ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî J-âåòâü è I-âåòâü.

Òî÷êà, îòâå÷àþùàÿ êîí÷èêó (σ = 0) ìîæåò îêàçàòüñÿ íà J-âåòâè åñëè σ0 > 0 èëè
íà I-âåòâè, åñëè σ0 < 0, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âñå ðåøåíèå ñîñòîèò òîëüêî èç I-âåòâè.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â êîí÷èêå äëÿ ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ ñîãëàñíî (2.39), (2.38) èìåþò âèä

0 = γ + εν3 + 61/3Y0ζ
1/3
0 Ω1/3 ± (9/2)1/3ν4

(
1± Y 2

0

)
ζ

2/3
0 Ω2/3 ± 3ν5ζ0Y0

(
1± Y 2

0

)
Ω− ν5Ω

+O
((

1± Y 2
0

)−1
(ζ0Ω)−2/3ε3

)
0 = εν0 ∓ (9/2)1/3ν1ζ

2/3
0

(
1± Y 2

0

)
Ω2/3 ∓ 3ν2ζ0Y0

(
1± Y 2

0

)
Ω + (ν2 − 1)Ω

−ν6(9/2)2/3Ω4/3ζ
4/3
0

(
1± Y 2

0

)2

∓ν7(9/2)1/3Ω2/3ζ
2/3
0

(
1± Y 2

0

) [
±3Ωζ0Y0

(
1± Y 2

0

)
− Ω

]
−ν8

[
±3Ωζ0Y0

(
1± Y 2

0

)
− Ω

]2
+O

(
ε3

) (3.115)

ãäå âåðõíèé çíàê îòâå÷àåò J-âåòâè, à íèæíèé � I-âåòâè,

Y0 = Y (ζ0), ζ0 =

√
2

3
Ω1/2|σ0|3/2 (3.116)

è Y (ζ) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ èç (3.113) èëè èç (3.114).
Òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà êîíå÷íûõ (íåäèôôåðåíöèàëüíûõ) óðàâíåíèé (3.115) äëÿ

íåèçâåñòíûõ ζ0 è Ω, â ïðèíöèïå, äàåò ðåøåíèå çàäà÷è. Âñå êèíåìàòè÷åñêèå ïàðàìåòðû
ñïèðàëüíîé âîëíû ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ζ0 è Ω:

ω = V 2
∗ D

−1Ω, tanϕ0 = − (γ + εν3 + ν4κ(0) + ν5κ
′(0)) / (1− κ(0)) ,

r0 = D(V∗Ω)−1
[
(γ + εν3 + ν4κ(0) + ν5κ

′(0))
2
+ (1− κ(0))2

]1/2

,

K(0) = V∗D
−1κ(0) (3.117)
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Çäåñü r0 � ðàäèóñ ÿäðà, ϕ0 � óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê êîí÷èêó è åãî ðàäèóñ-
âåêòîðîì.

Ñèñòåìà (3.115), âîîáùå ãîâîðÿ, äîâîëüíî ñëîæíà:

• ïåðâîå èç óðàâíåíèé êóáè÷íî îòíîñèòåëüíî Ω1/3, è ìîæåò èìåòü äî òðåõ
ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé â âèäå ñïèðàëüíûõ âîëí â îäíîé è òîé æå ñðåäå.

• Ôóíêöèè Y (ζ)� òðàíñöåíäåíòíûå, è â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî âûïèñàòü ÿâíîå
âûðàæåíèå äëÿ ζ0(νi).

• Â ñèñòåìó âõîäèò ìàëûé ïàðàìåòð ε è îíà äîëæíà èìåòü ðåøåíèå ñ ðàâíîìåðíî
ìàëûì κ(σ); ïðîáëåìà åùå áîëüøå óñëîæíÿåòñÿ, åñëè èìåþòñÿ ìàëåíüêèå
ïàðàìåòðû êðîìå ε.

Ðèñ. 3.5(b) èëëþñòðèðóåò ýòè òðóäíîñòè: íà íåé ïîêàçàí ïðèìåð ñ òðåìÿ
ðåøåíèÿìè, ïðè÷åì äëÿ äâóõ èç íèõ κ(0) ìàë.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ, ìû ðàññìàòðèâàåì äâà íàèáîëåå âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ,
äëÿ êîòîðûõ óäàëîñü ïîëó÷èòü ÿâíûå ðåçóëüòàòû.

3.4.2 Íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ñðåäû, îïðåäåëåííûå â (2.37),
ïîðÿäêà åäèíèöû, òàê ÷òî ε � åäèíñòâåííûé ìàëûé ïàðàìåòð çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè
γ ∼ 1.Â ñèëó ìàëîñòè ε, ïðè γ 6= 0, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.115) ìîæíî óäîâëåòâîðèòü
òîëüêî ïðè ìàëîì Ω, áîëüøîì ζ0 è êîí÷èêîì s = 0 ðàñïîëîæåííûì íà I-âåòâè. Òîãäà

κ(σ) = (6ζ)−1/3Ω2/3 +O
(
Ω2/3ζ−4/3

)
, κ′(σ) = −(6ζ)−1Ω +O

(
Ωζ−2

)
,

ζ =

√
2

3
(σ − σ0)

3/2Ω1/2, Y (ζ) = 1 + (6ζ)−1 +O
(
ζ−2

) (3.118)

Ñ ðàññìàòðèâàåìîé òî÷íîñòüþ, êðèâèçíà κ(σ) òàêîâà æå êàê è äëÿ ðàçâåðòêè êðóãà.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå (2.44) ýòèõ àñèìïòîòèê îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷ëåíû κκ

′′

è κ′2 ìíîãî ìåíüøå äðóãèõ, à ñàìè àñèìïòîòèêè ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ðåøåíèå ýòîãî
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óðàâíåíèÿ ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ýòèõ ÷ëåíîâ. Îòìåòèì, ÷òî îòáðàñûâàíèå èìåííî ýòèõ
÷ëåíîâ îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü íîðìàëüíîé ñêîðîñòè ôðîíòà îò åãî êðèâèçíû, ÷òî
âïîëíå åñòåñòâåííîé äëÿ î÷åíü ìàëûõ êðèâèçí, è ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì ÷òî ñïèðàëü
ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðòêîé êðóãà.

Åñëè ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

ζ0 = Aε−α +O (1) , α > 0, Ω = Bεβ +O
(
ε2β

)
, β > 0 (3.119)

òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèìóò âèä

0 = γ + εν3 + (6AB)1/3ε(β−α)/3 +O
(
ε3−(2β+α)/3, ε(2β+α)/3, ε(β+2α)/3, ε(4β−α)/3

)
0 = εν0 − ν1B

2/3(6A)−1/3ε(2β+α)/3 −Bεβ

+O
(
ε3, εα+β, ε2(2α+β)/3, ε2(α+2β)/3, ε2β, ε(5β+α)/3

) (3.120)

îòêóäà
α = β = 1, A = γ2(6ν0)

−1(ν1 − γ), B = −ν0γ(ν1 − γ)−1 (3.121)

Íàøå ðåøåíèå èìååò ñìûñë òîëüêî ïðè ïîëîæèòåëüíîì ζ0 è ω. Ñëåäîâàòåëüíî,
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

γ < 0, (3.122)
εν0(ν1 − γ) > 0. (3.123)

Íåðàâåíñòâî (3.122) îçíà÷àåò
g∗ < 0, (3.124)

òî åñòü ðåøåíèå â âèäå ñïèðàëüíîé âîëíû ìîæíî íàéòè òàêèì îáðàçîì, òîëüêî åñëè
ïåðâîíà÷àëüíîå ðåøåíèå íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû â âèäå ïîëóâîëíû ïðîðàñòàåò, íî íå
ñîêðàùàåòñÿ. À (3.123) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèÿ â âèäå ñïèðàëüíûõ âîëí íàõîäÿòñÿ
òîëüêî ïî îäíó ñòîðîíó îò ìíîãîîáðàçèÿ ε = 0.

Â çàêëþ÷åíèè, âûïèøåì ïîëó÷åííûå ïàðàìåòðû ñïèðàëüíîé âîëíû â ðàçìåðíîé
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ôîðìå:

ω =
V 2
∗ ν0γ

D(γ − ν1)
ε+O

(
ε2

)
,

tanϕ0 = −γ −
(
ν3 −

ν0(γ − ν4)

(γ − ν1)

)
ε+O

(
ε2

)
r0 =

D(1 + γ2)1/2

V∗γ

[
γ − ν1

ν0ε
− 1− γν4

1 + γ

]
+O (ε)

K(0) = − V∗ν0

D(γ − ν1)
ε+O

(
ε2

) (3.125)

3.4.3 Ñëó÷àé íåïðîðàñòàþøåãî êîí÷èêà.

Îäíî èç óñëîâèé, èñïîëüçîâàííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïàðàìåòð
g∗ îòëè÷åí îò íóëÿ è, êàê îêàçàëîñü, îòðèöàòåëåí. Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé

γ = 0. (3.126)

Áóäåì òåïåðü èñêàòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.115) â âèäå

ζ0 = ζ∗ + Aεα +O
(
ε2α

)
, α > 0; Ω = Bεβ +O

(
ε2β

)
, β > 0 (3.127)

íà J-âåòâè, ãäå ζ∗ ≈ 0.68555 � íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

J2/3(ζ∗) = J−2/3(ζ∗). (3.128)

Òîãäà Y0 = −Aεα +O (ε2α) è ñëåäîâàòåëüíî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.115) ïðèìóò âèä

ν3ε− A(6Bζ∗)
1/3εα+β/3 + 2−1/3ν4(3Bζ∗)

2/3ε2β/3 +O
(
ε2α+β/3, εα+2β/3, εβ, ε3−2β/3

)
= 0

ν0ε− 2−1/3ν1(3Bζ∗)
2/3ε2β/3 +O

(
ε3, εα+2β/3, εβ

)
= 0 (3.129)

Îòñþäà
α = 1/2, β = 3/2, A =

ν1ν3 + ν0ν4√
2ν0ν1

, B =

√
2

3ζ∗
(ν0/ν1)

3/2, (3.130)
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à ðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ñïèðàëüíîé âîëíû:

ω =

√
2V 2

∗
3ζ∗D

(εν0/ν1)
3/2 +O

(
ε3

)
tanϕ0 = −

[
ν3 +

ν4ν0

ν1

]
ε+O

(
ε3/2

)
r0 =

3Dζ∗√
2V∗

[(
ν1

ν0ε

)3/2

−
(
ν1

ν0ε

)1/2
]

+O (1)

K(0) =
V∗ν0

Dν1

ε+O
(
ε3/2

) (3.131)

Ýòî ðåøåíèå ôîðìàëüíî ñîâïàäàåò, â ãëàâíîì ïîðÿäêå, ñ ïîëó÷åííûì â ðàçäåëå 3.3.2
â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé êèíåìàòèêè. Ýòî ñîâïàäåíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè îòîæäåñòâëåíèè
β = DK(0)/V∗ ñ ν0ε/ν1. Â ýòîì �ñëàáîì� ñìûñëå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî �òðàäèöèîííûé�
ñëó÷àé èìååò êîðàçìåðíîñòü 1 îòíîñèòåëüíî îáùåãî, ïîñêîëüêó �òðàäèöèîííîå�
ðåøåíèå â âèäå ñïèðàëüíîé âîëíû ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî
äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (3.126). Îáðàòèì âíèìàíèå, îäíàêî, ÷òî ýòî ëèøü
ôîðìàëüíîå ñîîòâåòñòâèå, òàê êàê ìàëûé ïàðàìåòð β [1, 2] èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë
îòëè÷íûé îò ε: â òî âðåìÿ êàê ε ïîêàçûâàåò ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü ïîâîðîòà êîí÷èêà
íåèçîãíóòîé ïîëóâîëíû, ïðè íóëåâîé ñêîðîñòè åå ïðîðîñòàíèÿ, β ïðîïîðöèîíàëüíà
ñêîðîñòè ïðîðîñòàíèÿ ïðè íóëåâîé ñêîðîñòè ïîâîðîòà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì ÷òî ñîâïàëè
òîëüêî ðåøåíèÿ, íî íå óðàâíåíèÿ.
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Ãëàâà 4

Äðåéô ñïèðàëüíûõ âîëí â ñëàáî

íåîäíîðîäíîé ñðåäå

4.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

Â ðàçäåëå 3.4 ïîêàçàíî, ÷òî â áåñêîíå÷íîé îäíîðîäíîé âîçáóäèìîé ñðåäå ñóùåñòâóþò
ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â âèäå ñïèðàëüíûõ âîëí.
Íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû âåäåò ê èñêàæåíèþ ôîðìû ôðîíòà è ÿäðà, èçìåíåíèþ ïåðèîäà
âðàùåíèÿ è ìåäëåííîìó äâèæåíèþ öåíòðà âðàùåíèÿ. Òàêîå äâèæåíèå ìû áóäåì
íàçûâàòü äðåéôîì. Ïîíÿòíî, ÷òî î äðåéôå ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî åñëè âíîñèìûå
èñêàæåíèÿ â ôîðìó ôðîíòà äîñòàòî÷íî ìàëû, òî åñòü ñêîðñòü äðåéôà íå âåëèêà ïî
ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëàáî
íåîäíîðîäíóþ ñðåäó. Âîîáùå ãîâîðÿ, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âîëíû â íåîäíîðîäíîé
ñðåäå ìîæíî âûâåñòè àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ óðàâíåíèé â
îäíîðîäíîé ñðåäå â ãëàâå 2.1, ïðè ýòîì îíè áóäóò ñîäåðæàòü êîåôôèöèåíòû,
çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò è äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ïðîñòðàíñòâåííûå
ïðîèçâîäíûå îò ýòèõ êîåôôèöèåíòîâ. Îäíàêî, ïðåäïîëàãàÿ ñâîéñòâà ñðåäû
èçìåíÿþùèìèñÿ ãëàäêî è ñîîòâåòñòâåííî èõ ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå ìàëûìè,
îòáðîñèì ýòè ÷ëåíû è îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé çàâèñèìîñòè
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êîåôôèöèåíòîâ. Ýòî ïîçâîëèò, óïðîñòèâ óðàâíåíèÿ, ñîõðàíèòü îñíîâíûå ýôôåêòû.
Äëÿ îïèñàíèÿ äðåéôà ìû èñïîëüçóåì �àäèàáàòè÷åñêèé� ìåòîä òåîðèè âîçìóùåíèé

ïðåäëîæåíûé â [42]. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñïèðàëüíóþ âîëíó â ñîïóòñòâóþùåé
ñèñòåìå îòñ÷åòà (ÑÑÎ), íà÷àëî îòñ÷åòà êîòîðîé âñåãäà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì
âðàùåíèÿ ñïèðàëè. Ýòî ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ ñðåäû â ÑÑÎ
îò âðåìåíè, äàæå â ñòàöèîíàðíîé íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Îäíàêî áëàãîäàðÿ òîìó
÷òî äðåéô ïðåäïîëàãàåòñÿ ìåäëåííûì, ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ â
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñòàöèîíàðíûå. Ðåøåíèå â ÑÑÎ ñ
çàìîðîæåííûìè êîåôèöèåíòàìè äîëæíî áûòü ïåðèîäè÷íî ïî âðåìåíè. Ýòî òðåáîâàíèå
ïåðèîäè÷íîñòè íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò íàéòè
ñêîðîñòü ÑÑÎ êàê ôóíêöèþ ìãíîâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû â ÑÑÎ, òî
åñòü ñêîðîñòü äðåéôà ñïèðàëüíîé âîëíû â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðè çàäàííîì
åå ïîëîæåíèè â ñðåäå. Îäíîâðåìåííî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü è äåâèàöèþ ÷àñòîòû âðàùåíèÿ.

Òàê ïîëó÷åíàÿ ñêîðîñòü äðåéôà è äåâèàöèÿ ÷àñòîòû îêàçûâàþòñÿ, â ñîãëàñèè
ñ îáùåé òåîðèåé [39], ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè òèïà ñâåðòêè îò âîçìóùåíèé
ïàðàìåòðîâ ñðåäû. ßäðà ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè îòêëèêà.
Îïèñàíûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ ôóíêöèé
îòêëèêà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåò âëèÿíèå òîãî èëè èíîãî ïàðàìåòðà ñðåäû
íà îäíó èç êîìïîíåíò ñêîðîñòè äðåéôà èëè äåâèàöèþ ÷àñòîòû.

4.2 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîí÷èêà ñïèðàëüíîé âîëíû (2.34) â ðàçìåðíîì âèäå,
ñîõðàíèâ òîëüêî ñòàðøèå ÷ëåíû, ñ ó÷åòîì èçâåñòíîãî èç ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ
óñëîâèÿ κ� κ

′ :

0 = ελ0 + (D − λ2)K
′
+ (g∗ + εµ0 − λ1)K + (µ1 − λ3)K

2 (4.1)
∂tα = ελ0 − λ1K − λ2K

′ − λ3K
2 (4.2)

G = g∗ + εµ0 + µ1K (4.3)
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Ïóñòü âñå ïàðàìåòðû íàøåé íåîäíîðîäíîé ñðåäû çàâèñÿò îò êîîðäèíàò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

V∗ = V̄ (1 + Ṽ (r)), D = D̄(1 + D̃(r)),

g∗ + εµ0 = V̄ ν̄3(1 + ν̃3(r)), µ1 = D̄ν̄4(1 + ν̃4(r)), λ0 = V̄ 2ν̄0(1 + ν̃0(r))/D̄,(4.4)
λ1 = V̄ ν̄1(1 + ν̃1(r)), λ2 = D̄ν̄2(1 + ν̃2(r)), λ3 = D̄ν̄6(1 + ν̃6(r)).

ãäå Ṽ � 1, D̃ � 1 è ν̃1−4,6 � 1 ìàëûå è ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàíûå ôóíêöèè.
Îáîçíà÷èì r(s, t) òî÷êó âîëíîâîâîãî ôðîíòà ñ íàòóðàëüíîé êîîðäèíàòîé s â ìîìåíò

âðåìåíè t, à τ(r) � ýéêîíàë, òî åñòü ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ çíà÷åíèÿ êîòîðîé ðàâíû
ìîìåíòàì ïðîõîæäåíèÿ ôðîíòà ÷åðåç òî÷êó r. Òàê ÷òî, ∀t, s, {τ(r(s, t))} 3 t. Êàê óæå
áûëî ñêàçàíî âî ââåäåíèè, ìû ïðåäïîëîãàåì, ÷òî â ÑÑÎ ñïèðàëü ïðèáëèçèòåëüíî
ïåðèîäè÷íà ïî âðåìåíè è áëèçêà ïî ôîðìå ê ñâîáîäíîé ñïèðàëè. Â ýòîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà âîçìóùåíèÿ Ṽ è D̃ çàâèñÿò îò âðåìåíè. Îäíàêî âñèëó ìåäëåííîñòè äðåéôà,
èõ ìãíîâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñòàöèîíàðíûå. Îáîçíà÷èì
ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü ÑÑÎ ÷åðåç c à ïåðèîä ñïèðàëüíîé âîëíû ÷åðåç T0.

Â ÑÑÎ ïîëó÷èì ïî îïðåäåëåíèþ ýéêîíàëà

τ(r(s, t)− ct) = t (4.5)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî s è ïî t, áóäåì èìåòü

〈∇τ,T〉 = 0, 〈∇τ, ṙ− c〉 = 1 (4.6)

Çäåñü T � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ôðîíòó, òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî
âðåìåíè, à óãëîâûå ñêîáêè � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Èç (4.6) ëåãêî âèäåòü, ÷òî

vn = (1 + 〈c,∇τ〉)/|∇τ | (4.7)

ãäå vn(s, t) = 〈ṙ,N〉 � íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòü ôðîíòà, N � âåêòîð íîðìàëè ê
ôðîíòó. Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè íîðìàëüíîé ñêîðîñòè, ìû âûáèðàåì
íîðìàëü ñîíàïðàâëåííóþ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà, òàê ÷òî êðèâèçíà
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ôðîíòà, âûïóêëîãî â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ, îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé, â
îòëè÷èè îò íàøèõ îáû÷íûõ ïðåäïîëîæåíèé.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (4.6) ïî s, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ôðåíå è
âû÷èñëÿÿ äåêàðòîâû êîìïîíåíòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà èç (4.6) è ñêîðîñòü èç (4.7),
íàõîäèì êðèâèçíó ôðîíòà. Çàïèñàâ åå â êîâàðèàíòíîì âèäå, ïîëó÷èì

K =
1

|∇τ |3

[
1

2
(∇τ∇)(∇τ)2 − (∇τ)2∆τ

]
(4.8)

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå êðèâèçíó è ñêîðîñòü â óðàâíåíèå (1.14) è ó÷èòûâàÿ
çàìå÷àíèå î çíàêå êðèâèçíû, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

v0|∇τ |3 +D

[
1

2
(∇τ∇)(∇τ)2 − (∇τ)2∆τ

]
= (∇τ)3(1 + 〈c,∇τ〉) (4.9)

Äëÿ îáåçðàçìåðèâàíèÿ, âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ

R = (V̄ /D̄)r; T (R) = (V̄ 2/D̄)τ(r); C = V̄ c (4.10)

Îíà ïðèâîäèò óðàâíåíèå (4.9) ê âèäó

(1 + Ṽ )|∇T |3 − (1 + D̃)

[
(∇T )2∇2T − 1

2
(∇T∇)(∇T )2

]
= (∇T )2 [1 + 〈C,∇T 〉] , (4.11)

ãäå ∇ � ãðàäèåíò ïî R, à çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîãî ýéêîíàëà T â îäíîé òî÷êå
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà T0 = V̄ 2T0/D̄.

Ìàñøòàáèðîâàíèå (4.10) ïðèâîäèò óðàâíåíèÿ íà êîí÷èêå (4.1)�(4.3) ê âèäó
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0 = [ν̄3(1 + ν̃3)− ν̄1(1 + ν̃1)]pκ+ [ν̄4(1 + ν̃4)− ν̄6(1 + ν̃6)](pκ)
2

+εν̄0(1 + ν̃0) + [1 + D̃ − ν̄2(1 + ν̃2)]σκ
′;

α̇ = −ν̄4(1 + ν̃4)(pκ)
2 − ν̄3(1 + ν̃3)pκ− (1 + D̃)σκ′;

Ẋ0 = −[1 + Ṽ − (1 + D̃)pκ] sinα

+[ν̄3(1 + ν̃3) + ν̄4(1 + ν̃4)pκ] cosα− Cx; (4.12)
Ẏ0 = [1 + Ṽ − (1 + D̃)pκ] cosα

+[ν̄3(1 + ν̃3) + ν̄4(1 + ν̃4)pκ] sinα− Cy;

〈∇T, t〉 = 0;

〈∇T,n〉 =
[
1 + Ṽ − p(1 + D̃)κ

]−1

ãäå X0 è Y0 � îáåçðàçìåðåííûå êîîðäèíàòû êîí÷èêà, òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ
ïî áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè V̄ 2t/D̄, à p è σ � áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû íåâîçìóùåííîãî
ðåøåíèÿ

p = D̄K̄0/V̄ , σ = p2K̄ ′
0/K̄0

2
, (4.13)

κ = K0/K̄0, κ′ = K ′
0/K̄

′
0, (4.14)

K̄0, K̄ ′
0 � êðèâèçíà êîí÷èêà ñâîáîäíîé ñïèðàëè è åå ïðîèçâîäíàÿ ïî íàòóðàëüíîìó

ïàðàìåòðó, t è n� åäèíè÷íûå âåêòîðû êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê ôðîíòó â åãî êîí÷èêå.
Ìû ñ÷èòàåì t, n è ôîðìó ÿäðà êâàçèñòàöèîíàðíûìè â ÑÑÎ ïî òåì æå ïðè÷èíàì ÷òî
è Ṽ è D̃.

Íàêëàäûâàÿ òðåáîâàíèÿ îãðàíè÷åíîñòè |∇T | ïðè áîëüøèõ ρ è ïåðèîäè÷íîñòè X0,
Y0 è α íà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4.11), (4.12), ïîëó÷àåì çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî òðåõ
íåèçâåñòíûõ: ôóíêöèè T (R), îïèñûâàþùåé ôîðìó ñïèðàëüíîé âîëíû, ñêàëÿðà T0 �
ïåðèîäà åå âðàùåíèÿ è âåêòîðà C � ñêîðîñòè äðåéôà. Äàëåå â ýòîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è è ïðèìåíåíèå ïîëó÷åíîãî ðåøåíèÿ ê íåêîòîðûì êîíêðåòíûì
ñëó÷àÿì.
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4.3 Ìåòîä ðåøåíèÿ

4.3.1 Ñâîáîäíàÿ ñïèðàëü

Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ â òåðìèíàõ ýéêîíàëà ñâîáîäíîé ñïèðàëè, òî åñòü ñïèðàëüíîé âîëíû
â áåñêîíå÷íîé îäíîðîäíîé ñðåäå. Ìû èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.11) ïðè Ṽ = D̃ = 0

è C = 0 â âèäå ñïèðàëè ñòàöèîíàðíî âðàùàþùåéñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ω0. Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (ρ, θ) òàêîå ðåøåíèå äîëæíî èìåòü âèä

T (ρ, θ) = T̄ ≡ 1

ω0

(θ + ψ0(ρ)); ψ′0 ≥ 0. (4.15)

Ïîäñòàíîâêà
χ = ρψ′0(ρ) (4.16)

âìåñòå ñ (4.15) ïðèâîäèò óðàâíåíèå (4.11) ê âèäó

χ′ − (χ2 + 1)3/2 + (χ/ρ+ ω0ρ)(χ
2 + 1) = 0, (4.17)

à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.12) ïðè ýòîì ïðèíèìàþò âèä

R0ω0 =
[
(1− p)2 + (ν̄3 + ν̄4p)

2
]1/2

,

α = ω0t− β,

tan β = −(ν̄3 + ν̄4p)/(1− p), (4.18)
ω0 = εν̄0 − ν̄1p− ν̄2σ − ν̄6p

2,

(ν̄4 − ν̄6)p
2 + (ν̄3 − ν̄1)p+ (1− ν̄2)σ + εν̄0 = 0,

χ(R0) = tan β,

ãäå R0 � áåçðàìåðíûé ðàäèóñ ÿäðà (â ðàçìåðíîì âèäå ðàäèóñ ÿäðà R0D̄/V̄ ) à β

� óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ôðîíòó â êîí÷èêå è ðàäèóñ-âåêòîðîì ýòîãî êîí÷èêà,
îòñ÷èòûâàåìûé îò êàñàòåëüíîé.

Óðàâíåíèå (4.17) ñîâïàäàåò ñ äàëüíåé àñèìïòîòèêîé ñïèðàëüíîé âîëíû ñ ìàëûì
ÿäðîì, ðàññìîòðåíîé â [73, 3, 74, 75], íî â äàííîì ñëó÷àå îíî ïðèãîäíî äëÿ âñåõ
ðàññìàòðèâàåìûõ ðàäèóñîâ. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3.4, ðåøåíèå â âèäå
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ñòàöèîíàðíîé ñïèðàëüíîé âîëíû ìîæåò áûòü íàéäåíî òî÷íî, â àíàëèòè÷åñêîì âèäå.
Îäíàêî, â äàííîì ñëó÷àå ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî òî÷íîå ðåøåíèå èç-çà åãî
ñëîæíîñòè. Ïðè îáñóæäåíèè ïðèìåðîâ ìû âìåñòî òî÷íîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì åãî
ðàâíîìåðíî ïðèãîäíóþ àñèìïòîòèêó.

4.3.2 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ìû îæèäàåì, ÷òî äðåéôóþùàÿ ñïèðàëü â ÑÑÎ îêàæåòñÿ
áëèçêîé ê ñâîáîäíîé. Ïîýòîìó ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (4.11) íà ðåøåíèè (4.15),
ïðèíÿâ âî âíèìàíèå ìàëîñòü ñêîðîñòè äðåéôà c è âîçìóùåíèé T̃ è T̃0 ýéêîíàëà T̄
è ïåðèîäà âðàùåíèÿ T̄0,

T = T̄ + T̃ , T0 = T̄0 + T̃0, (4.19)

è áóäåì èñêàòü âîçìóùåíèÿ â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå:

T̃ =
T̃0

2π
θ +

∑
Tn(ρ) exp(inθ), α = ωt− β +

∑
αn exp(inωt),

κ = 1 +
∑

κn exp(inωt), κ′ = 1 +
∑

κ′n exp(inωt),

ρ0(ωt) = R0

(
1 +

∑
rn exp(inωt)

)
, θ(ωt) = ωt+

∑
θn exp(inωt), (4.20)

ãäå T−n = Tn
∗, α−n = αn

∗ è ò.ï., è âñå âîçìóùåíèÿ (êðîìå ìîæåò áûòü Tn)
ïðåäïîëàãàþòñÿ ìíîãî ìåíüøå åäåíèöû; ρ0(θ) � óðàâíåíèå òðàåêòîðèè êîí÷èêà â
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ è ω � âîçìóùåííàÿ ÷àñòîòà:

ω = 2π/(T̄0 + T̃0) ≈ ω0 + δω. (4.21)

Ýòî ïðèâîäèò ê ëèíåéíîìó ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ Ôóðüå-ìîä ýéêîíàëà Tn(ρ)

âèäà

T ′′n + pn(ρ)T ′n + qn(ρ)Tn = (4.22)
= Hn(ρ) + h0(ρ)δωδn,0 + h1(ρ)(Cx − iCy)δn,1 + h−1(ρ)(Cx + iCy)δn,−1.

Óðàâíåíèÿ äëÿ Cx è Cy â (4.12) äàþò ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå äëÿ êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè
êîí÷èêà Ẋ0 + iẎ0. Åãî íóëåâàÿ ãàðìîíèêà äîëæíà îáðàòèòñÿ â íîëü ÷òîáû îáåñïå÷èòü
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çàìêíóòîñòü òðàåêòîðèè êîí÷èêà â ÑÑÎ. Ýòî òðåáîâàíèå ïðèâîäèò ê ëèíåéíîìó
ñîîòíîøåíèþ ìåæäó Cx− iCy è κ′1. Ðàññìîòðåíèå íóëåâûõ è ïåðâûõ ãàðìîíèê Ẋ0 + iẎ0

äàåò âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðîâ ôîðìû ÿäðà r0,1, θ0,1 ÷åðåç κ′0,1.
Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèé íà êîí÷èêå (4.12) äàåò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ T0,1(ρ)

íà òðàåêòîðèè êîí÷èêà. Ýêñòðàïîëèðóÿ èëè èíòåðïîëèðóÿ ôóíêöèè T0,1 è ó÷èòûâàÿ
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôîðìîé ÿäðà è κ′0,1, çàïèøåì ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â âèäå

T ′0(R0) = g0κ
′
0 +G0, T1(R0) = f1κ

′
1 + F1, T ′1(R0) = g1κ

′
1 +G1. (4.23)

Ìû îïóñêàåì ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîåôôèöèåíòîâ â (4.22) è (4.23) â ñèëó
èõ ãðîìîçäêîñòè. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëó÷àþòñÿ èç óñëîâèÿ
îãðàíè÷åííîñòè ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ è èìåþò âèä

T ′n(∞) = 0 (4.24)

Äëÿ n = 0,±1, ðåøåíèÿ (4.23) ëåãêî íàéòè àíàëèòè÷åñêè, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî ∂θT̄ è
∂xT̄ óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ. Ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì òîëüêî ïðè îäíîì âûáîðå Cx, Cy è δω. Ýòîò âûáîð è äàåò ðåøåíèå
íàøåé çàäà÷è.

4.4 Ðåçóëüòàòû

4.4.1 Îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà

Äåâèàöèÿ ÷àñòîòû è ñêîðîñòü äðåéôà ïîëó÷åíû êàê ýòî ïðåäñêàçûâàåòñÿ îáùåé
òåîðèåé [39], â âèäå ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò âîçìóùåíèé ïàðàìåòðîâ. Ìû
ðàçäåëÿåì ÿäðà ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ, ôóíêöèè îòêëèêà (ÔÎ), íà âðàùàòåëüíûå ÔÎ,
îïðåäåëÿþùèå ñäâèã ÷àñòîòû âðàùåíèÿ, è ñäâèãîâûå ÔÎ, îïðåäåëÿþùèå äðåéô
öåíòðà âðàùåíèÿ (â [39, 44], ÔÎ ðàçäåëÿëèñü íà âðåìåííûå è ïðîñòðàíñòâåííûå, òàê
êàê äëÿ ñòàöèîíàðíî âðàùàþùåéñÿ ñïèðàëè âðàùåíèå â ïðîñòðàíñòâå ýêâèâàëåíòíî
ñäâèãó âî âðåìåíè. Îáîçíà÷èì âðàùàòåëüíûå ÔÎ íèæíèì èíäåêñîì 0, à ñäâèãîâûå

83



íèæíèì èíäåêñîì 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÔÎ êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî òîìó ïàðàìåòðó,
âëèÿíèå êîòîðîãî îíè îïèñûâàþò. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî âåðõíèì èíäåêñîì â ñêîáêàõ.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ, äåâèàöèÿ ÷àñòîòû ðàâíà

δω =

∞∫
R0

2π∫
0

[
W̃

(V )
0 (ρ)Ṽ (ρ, θ) + W̃

(D)
0 (ρ)D̃(ρ, θ)

]
dθρdρ (4.25)

+

2π∫
0

[
Ŵ

(V )
0 Ṽ (R0, θ) + Ŵ

(D)
0 D̃(R0, θ) +

∑
Ŵ

(j)
0 ν̄j ν̃j(R0, θ)

]
dθ,

ãäå âðàùàòåëüíûå ÔÎ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

W̃
(V )
0 (ρ) = −W0

0

ω0

1− p
exp

−ω0

ρ∫
R0

ρ1χ(ρ1)dρ1

 ,

W̃
(D)
0 (ρ) = W̃

(V )
0 (ρ)

[
ω0ρ(χ

2 + 1)−1/2 − 1
]
,

Ŵ
(V )
0 = W0

0p/ω0, Ŵ
(D)
0 = −σ∆

2π
(2ν̄6p+ ν̄1)−W0

0

(
σ∆W1

0 −
p2

ω0

)
, (4.26)

Ŵ
(0)
0 =

p∆

2π
(2ν̄6p+ ν̄1) +W0

0

(
p∆W1

0 −
1− pR0 sin β

1− p

)
, Ŵ

(1)
0 = Ŵ

(0)
0 p,

Ŵ
(2)
0 = −∆

2π
(2ν̄4p+ ν̄3) +W0

0∆W2
0 ,

Ŵ
(3)
0 = −Ŵ (2)

0 p, Ŵ
(4)
0 = −Ŵ (2)

0 σ, Ŵ
(6)
0 = −Ŵ (2)

0 p2

è äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

W0
0 = − 1

2π

[
Z0

1− p
+
pR0 − sin β(1 + cos2 β)

ω0 cos β
− pa

b

(
p

ω0

− ν̄4
1− pR0 sin β

1− p

)]−1

,

W1
0 =

[
Z0

1− p
− pR0 − sin β(1 + cos2 β)

ω0 cos β

]
(2ν̄6p+ ν̄1) +

p

ω0

− ν̄4
1− pR0 sin β

1− p
, (4.27)

W2
0 =

[
Z0

1− p
− pR0 − sin β(1 + cos2 β)

ω0 cos β

]
(−2ν̄4p− ν̄3)−

p

ω0

+ ν̄4
1− pR0 sin β

1− p
,

Z0 =

∞∫
R0

ρ

(χ2 + 1)3/2

[
(χ2 + 1)1/2(1− 2χ2) + 2χ2(ω0ρ+

χ

ρ
)

]
exp

−ω0

ρ∫
R0

ξχ(ξ)dξ

 dρ
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Ñêîðîñòü äðåéôà ðàâíà

Cx − iCy =

∞∫
R0

2π∫
0

[
W̃

(V )
1 (ρ, θ)Ṽ (ρ, θ) + W̃

(D)
1 (ρ, θ)D̃(ρ, θ)

]
dθρdρ (4.28)

+

2π∫
0

[
Ŵ

(V )
1 (θ)Ṽ (R0, θ) + Ŵ

(D)
1 (θ)D̃(R0, θ) +

∑
Ŵ

(j)
1 (θ)ν̄j ν̃j(R0, θ)

]
dθ

ñî ñäâèãîâûìè ÔÎ

W̃
(V,D)
1 (ρ, θ) = W̃

(V,D)
1 (ρ) exp(−iθ), Ŵ

(j)
1 (θ) = Ŵ

(j)
1 exp(−iθ), j = V,D, 0...5,

W̃
(V )
1 (ρ) = −2iW1 [bR0 + pa(1− iν̄4) exp(iβ)]

χ+ i

ρ
exp

− ρ∫
R0

(
ω0ξ +

2i

ξ

)
χ(ξ)dξ


W̃

(D)
1 (ρ) = W̃

(V )
1 (ρ)

[
ω0ρ

(χ2 + 1)1/2
− 1

]
,

Ŵ
(V )
1 = W1W1

1 , Ŵ
(D)
1 = W1

[
−(σ∆ + p)W1

1 − ν̄4σ∆W2
1 − (2ν̄6p+ ν̄1)σ∆W3

1

]
,

Ŵ
(0)
1 = W1

[
p∆W1

1 + (1 + ν̄4p∆)W2
1 + (2ν̄6p+ ν̄1)p∆W3

1

]
, Ŵ

(1)
1 = Ŵ

(0)
1 p, (4.29)

Ŵ
(2)
1 = W1

[
−∆W1

1 − ν̄4∆W2
1 − (2ν̄4p+ ν̄3)∆W3

1

]
,

Ŵ
(3)
1 = −Ŵ (2)

1 p, Ŵ
(4)
1 = −Ŵ (2)

1 σ, Ŵ
(6)
1 = −Ŵ (2)

1 p2

è îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ êðàòêîñòè

W1 =
1

2π

pR0 sin β − 1

1− p
(bR0 − pa exp(−iβ)(1− iν̄4))− i (bR0 + pa(1− iν̄4) exp(iβ)) ·

·
∞∫

R0

(χ+ i)2

(χ2 + 1)1/2
exp

− ρ∫
R0

(
ω0ρ1 +

2i

ρ1

)
χ(ρ1)dρ1

 dρ

−1

,

W1
1 = 2

b

ω0

(i− pR0 cos β)− 2
p2a

ω0

(1− iν̄4), (4.30)

W2
1 = 2

b

ω0

(1− pR0 sin β), W3
1 = 2i

pa

ω0

(1− pR0 sin β)(1− iν̄4)

Êàê âèäíî èç (4.25) è (4.28), ÔÎ ìîæíî ðàçäåëèòü ïî èõ ïðîñòðàíñòâåííîìó
õàðàêòåðó. ÔÎ W̃

(∗)
0,1 îïðåäåëÿþò âêëàä îò âîçìóùåíèÿ ïàðàìåòðîâ âî ñåé ñðåäå

âíå ÿäðà, òîãäà êàê Ŵ
(∗)
0,1 òîëüêî îò âîçìóùåíèé íà ãðàíèöå ÿäðà. Òàê ÷òî
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áóäó÷è ïðåäñòàâëåíûìè êàê ôóíêöèè êîîðäèíàò, Ŵ
(∗)
0,1 îêàæóòñÿ ñèíãóëÿðíûìè

ôóíêöèÿìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè δ(ρ − R0). Ñîîòâåòñòâåííî, áóäåì íàçûâàòü W̃ (∗)
0,1 è

Ŵ
(∗)
0,1 ðåãóëÿðíûìè è ñèíãóëÿðíûìè êîìïîíåíòàìè ÔÎ. Ïàðàìåòðû âëèÿþùèå òîëüêî

íà äâèæåíèå êîí÷èêà, èìåþò òîëüêî ñèíóëÿðíûå êîìïîíåíòû ÔÎ. Âðàùàòåëüíûå ÔÎ
W̃

(j)
0 , Ŵ (j)

0 � äåéñòâèòåëüíûå, òîãäà êàê ñäâèãîâûå ÔÎ W̃
(j)
1 , Ŵ (j)

1 êîìïëåêñíû, òàê
êàê îíè îïðåäåëÿþò íå òîëüêî ìîäóëü ñêîðîñòè äðåéôà, íî è åå íàïðàâëåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ðåãóëÿðíûå ÔÎ áûñòðî (ãèïåðýêñïîíåíöèàëüíî) óáûâàþò ïðè
áîëüøèõ ρ.

4.4.2 Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ òèïè÷íîãî ñëó÷àÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà εν̄0 � 1 è ν̄3 íåíóëåâîé ïîðÿäêà åäåíèöû, âñå îñòàëüíûå ν̄j

ïðîèçâîëüíû è ïîðÿäêà åäåíèöû. Ýòî íàèáîëåå �òèïè÷íûé ñëó÷àé�, ïîñêîëüêó ìàëîñòü
ε � íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè êèíåìàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Îñíîâíûå
ïàðàìåòðû ñâîáîäíîé ñïèðàëè â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî p = εν̄0/ (ν̄1 − ν̄3), êàê áûëî
ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3.4 ðàâíû

σ = p2ν̄3 � 1, β = − arctan ν̄3 ∝ 1, ω0 = −pν̄3 � 1, R0 =
1− p

p sin β
� 1. (4.31)

Ôîðìà ñïèðàëè àñèìïòîòè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

χ ≈ (ω2
0ρ

2 − 1)1/2 +
ω3

0ρ
2

ω2
0ρ

2 − 1
+O

(
ω2

0

)
, (4.32)

ðàâíîìåðíî ïî ρ ∈ [R0,+∞). Ïåðâûé ÷ëåí çäåñü îòâå÷àåò ýâîëüâåíòå îêðóæíîñòè. Â
ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî p, âðàùàòåëüíûå ðåãóëÿðíûå ÔÎ óïðîùàþòñÿ äî

W̃
(V )
0 (ρ) ≈ ω0

4π
· pν̄2

3

(
1 + ν̄2

3

)
exp

[
ν̄2

3

3p
+

(ω2
0ρ

2 − 1)3/2

3pν̄3

]
,

W̃
(D)
0 (ρ) ≈ − ω0

(ω2
0ρ

2 − 1)1/2
W̃

(V )
0 (ρ), (4.33)
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âðàùàòåëüíûå ñèíãóëÿðíûå ÔÎ äî

Ŵ
(V )
0 ≈ −ω0

4π
·
(
1 + ν̄2

3

)
, Ŵ

(D)
0 ≈ ω0

4π
· p−ν̄3 (ν̄2

3 − 1) + ν̄1 (ν̄2
3 + 1)

ν̄1 − ν̄3

,

Ŵ
(0)
0 ≈ ω0

2π
· ν̄1

−ν̄3 (ν̄1 − ν̄3)
, Ŵ

(1)
0 ≈ ω0

2π
· pν̄1

−ν̄3 (ν̄1 − ν̄3)
, Ŵ

(2)
0 ≈ ω0

2πεν̄0

, (4.34)

Ŵ
(3)
0 ≈ −ω0

2π
· 1

ν̄1 − ν̄3

, Ŵ
(4)
0 ≈ −ω0

2π
· pν̄3

ν̄1 − ν̄3

, Ŵ
(6)
0 ≈ −ω0

2π
· p

ν̄1 − ν̄3

,

Ñäâèãîâûå ðåãóëÿðíûå ÔÎ äî

W̃
(V )
1 (ρ) ≈ pν̄2

3

π(1 + ν̄2
3)

1/2
exp

(
ν̄2

3

3p
− 2iν̄3

) [
1 + i

(
ω2

0ρ
2 − 1

)1/2
]
·

· exp

[
−(ω2

0ρ
2 − 1)3/2

3ω0

− 2i
(
ω2

0ρ
2 − 1

)1/2
]
,

W̃
(D)
1 (ρ) ≈ − ω0

(ω2
0ρ

2 − 1)1/2
W̃

(V )
1 (ρ), (4.35)

è ñäâèãîâûå ñèíãóëÿðíûå ÔÎ äî

Ŵ
(V )
1 ≈ − 1− iν̄3

π (1 + ν̄2
3)
, Ŵ

(D)
1 ≈ p(1− iν̄3)

π (1 + ν̄2
3)
,

Ŵ
(0)
1 ≈ −pν̄3(1− iν̄3)

π (1 + ν̄2
3)

[
1− iν̄3

1 + ν̄2
3

− 1

−ν̄3(ν̄1 − ν̄3)

]
, (4.36)

Ŵ
(1)
1 ≈ −p2ν̄3(1− iν̄3)

π (1 + ν̄2
3)

[
1− iν̄3

1 + ν̄2
3

− 1

−ν̄3(ν̄1 − ν̄3)

]
,

Ŵ
(2)
1 ≈ 1− iν̄3

π (1 + ν̄2
3) (ν̄1 − ν̄3)

, Ŵ
(3)
1 ≈ − p(1− iν̄3)

π (1 + ν̄2
3) (ν̄1 − ν̄3)

,

Ŵ
(4)
1 ≈ −p2ν̄3(1− iν̄3)

π (1 + ν̄2
3) (ν̄1 − ν̄3)

, Ŵ
(6)
1 ≈ − p2(1− iν̄3)

π (1 + ν̄2
3) (ν̄1 − ν̄3)

.

Òèïè÷íûå ãðàôèêè íàèáîëåå âàæíûõ ðåãóëÿðíûõ êîìïîíåíò ÔÎ, W̃ (V )
0,1 , ïîêàçàíû

íà ðèñóíêå 4.1.
W̃

(V )
1 è Ŵ (V )

1 � íàèáîëüøèå ñðåäè ñäâèãîâûõ ÔÎ. Òàê ÷òî åñëè èìååòñÿ âîçìóùåíèå
ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ Ṽ , îíî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì äðåéô.
Åñëè îòáðîñèòü âñå îñòàëüíûå âîçìóùåíèÿ, òî
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Ðèñ. 4.1: Ôóíêöèè îòêëèêà W̃
(V )
0,1 , îïðåäåëÿþùèå ÷óñòâèòåëüíîñòü ñïèðàëüíîé âîëíû ê

âîçìóùåíèþ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêîé âîëíû, êàê ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà ñïèðàëè,

íîðìèðîâàííûå íà ðàäèóñ ÿäðà, l/R0, ïðè ν̄0 = 0.6 è p = 0.2.
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δω =
ω0

4π cos2 β

∮ −Ṽ (R0, θ) +
sin β

cos2 β

∞∫
0

exp

(
− sin β

cos2 β
ζ

)
Ṽ (R0 + ζ, θ)dζ

 dθ,

Cx − iCy =
eiβ

π

∮ −Ṽ (R0, θ) cos β +
sin β

cos2 β

∞∫
0

exp

(
− sin β

cos2 β
ζ

)
Ṽ (R0 + ζ, θ)dζ

 dθ.

(4.37)

4.4.3 Íåîäíîðîäíîñòü â âèäå ëèíåéíîãî ãðàäèåíòà

Ðàññìîòðèì âîçìóùåíèå â âèäå ëèíåéíîãî ãðàäèåíòà âñåõ ïàðàìåòðîâ â íàïðàâëåíèè
îñè x:

D̃ = kDρ cos θ, Ṽ = kV ρ cos θ, ν̃j = kjρ cos θ. (4.38)

Ýòî âîçìóùåíèå âåëèêî ïðè áîëüøèõ x. Îäíàêî, òàê êàê ÔÎ áûñòðî óáûâàþò ñ
ðàññòîÿíèåì, òî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òîëüêî âîçìóùåíèå â ìàëîé îêðåñòíîñòè ÿäðà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ðàññìàòðèâàòü âîçìóùåíèå, îïèñûâàåìîå (4.38) â îêðåñòíîñòè
ÿäðà è èñ÷åçàþùåå âíå ýòîé îêðåñíîñòè, òî ðåçóëüòàò áóäåò ïî÷òè òåì æå ÷òî è äëÿ
âîçìóùåíèÿ (4.38) íà âñåé ïëîñêîñòè.

Ïîäñòàíîâêà (4.38) â (4.25) è (4.28) äàåò

δω = 0,

Cx − iCy =
1− iν̄3

(1 + ν̄2
3)

1/2

[ (
1− (1 + ν̄2

3)
−1/2

)
R0kV + kD (4.39)

+

(
ν̄3

1− iν̄3

1 + ν̄2
3

+
1

ν̄1 − ν̄3

)
(ν̄3k3 + pν̄4k4) + εν̄0k0 −

1

ν̄1 − ν̄3

(ν̄1k1 + pν̄3ν̄2k2 + pν̄6k6)

]
.

Íóëåâàÿ äåâèàöèÿ ÷àñòîòû ïðîñòî îçíà÷àåò, ÷òî âëèÿíèÿ óñêîðÿþùåé è
çàìåäëÿþùåé îêðåñòíîñòåé ÿäðà â ïåðâîì ïîðÿäêå ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóþò äðóã
äðóãà. Äðåéô â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè, òàê
êàê òîëüêî kV óìíîæàåòñÿ íà áîëüøîé êîåôôèöèåíò R0. Çà èñêëþ÷åíèåì ýòîãî
êîåôôèöèåíòà, ñêîðîñòü äðåéôà â ãëàâíîì ïîðÿäêå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ôóíêöèåé
åäèíñòâåííîãî ïàðàìåòðà ν̄3. Â ÷àñíîñòè, óãîë ìåæäó ñêîðîñòüþ äðåéôà è ãðàäèåíòîì
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ñêîðîñòè âñåãäà ïðèìåðíî ðàâåí óãëó ìåæäó êàñàòåëüíîé â êîí÷èêå è ðàäèóñ-âåêòîðîì
êîí÷èêà.

4.4.4 Íåîäíîðîäíîñòü â ôîðìå ñòóïåíüêè

Ïóñòü ñðåäà ñîñòîèò èç äâóõ îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè, ðàçäåëåííûõ ïðÿìîé
x = l (â ÑÑÎ), è ïàðàìåòðû ñðåäû â êàæäîé èç îáëàñòåé ïîñòîÿííû. Â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ:

D̃ = δD sgn(l − ρ cos θ), Ṽ = δV sgn(l − ρ cos θ), ν̃j = δνj sgn(l − ρ cos θ) (4.40)

Ñíîâà, êàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ëîêàëüíîñòè âîçìóùåíèÿ
óñòðàíÿåòñÿ òåì, ÷òî òîëüêî áëèæàéøàÿ îêðåñòíîñòü ÿäðà ðåàëüíî âëèÿåò íà äðåéô.

Òîãäà óðàâíåíèÿ (4.25)�(4.28) äàþò äåâèàöèþ ÷àñòîòû
δω

ω0

≈ 2

π(ν̄1 − ν̄3)
arcsin

l

l0

[p
2
(−ν̄3(ν̄

2
3 − 1) + ν̄1(ν̄

2
3 + 1))δD

+ν̄1δν3 − p
ν̄1ν̄4

ν̄3

δν4 + (ν̄1 − ν̄3)δν0 − ν̄1δν1 − pν̄3ν̄2δν2 − pν̄6δν6

]
(4.41)

è ñêîðîñòü äðåéôà

Cx − iCy ≈ −4
21/2pν̄2

3

[
1 + i(ω2

0l
2
0 − 1)1/2

]
πω

3/2
0 l0(1 + ν̄2

3)
1/2(ω2

0l
2
0 − 1)1/2

·

· exp

[
− ν̄

3
3 + (ω2

0l
2
0 − 1)3/2

3ω0

− 2i
(
ν̄3 + (ω2

0l
2
0 − 1)1/2

)]
·

· exp

(
ω0(l

2
0 − l2)(ω2

0l
2
0 − 1)1/2

2

)
Γ

(
3

2
,
ω0(l

2
0 − l2)(ω2

0l
2
0 − 1)1/2

2

)
δV

+4

(
1− l2

l20

)1/2
1− iν̄3

π(1 + ν̄2
3)
δV − 4

π

(
1− l2

l20

)1/2
1− iν̄3

1 + ν̄2
3

p · (4.42)[
pδD +

(
ν̄3

1− iν̄3

1 + ν̄2
3

+
1

ν̄1 − ν̄3

)
(ν̄3δν3 + pν̄4δν4) + εν̄0δν0

− 1

ν̄1 − ν̄3

(ν̄1δν1 + pν̄3ν̄2δν2 + pν̄6δν6)

]
ãäå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî

l0 = max(l, R0). (4.43)
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Ðèñ. 4.2: Ñêîðîñòè äðåéôà ñïèðàëüíîé âîëíû, Cx/δV è Cy/δV , âáëèçè íåîäíîðîäíîñòè â

âèäå ñòóïíüêè äëÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêîé âîëíû δV , íîðìèðîâàííàÿ íà âåëè÷èíó

íåîäíîðîäíîñòè, êàê ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà ñïèðàëè äî ãðàíèöû îáëàñòåé, íîðìèðîâàííîãî

íà ðàäèóñ ÿäðà, l/R0, ïðè ν̄0 = 0.6 è p = 0.2. (a) Ñêîðîñòü â íàïðàâëåíèè îðòîãîíàëüíîì ê

ëèíèè íåîäíîðîäíîñòè, Cx/δV , (b) ñêîðîñòü âäîëü íåîäíîðîäíîñòè Cy/δV . Ñïëîøíûå ëèíèè � ïîëíàÿ

ñêîðîñòü; øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � âêëàä �ñèíãóëÿðíîé� êîìïîíåíòû (èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîí÷èêà);

ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � âêëàä �ðåãóëÿðíîé� êîìïîíåíòû (èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ôðîíòà).

Ïðèìåð çàâèñèìîñòè Cx è Cy îò l ïðè âîçìóùåíèè δV ïîêàçàí íà ðèñóíêå 4.2. Êàê
èç ãðàôèêà, òàê è èç óðàâíåíèÿ (4.42), ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà èíòåðâàëå l < R0, ãäå
îáå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè çíà÷èòåëüíû, îíè ñíîâà ïðèìåðíî ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã
äðóãó ñ êîåôèöèåíòîì ν̄3.

4.5 Îáñóæäåíèå

Â êèíåìàòè÷åñêîì ïîäõîäå âîçáóäèìàÿ ñðåäà îïèñûâàåòñÿ íåñêîëüêèìè ïàðàìåòðàìè,
äâà èç êîòîðûõ, V è D, îïðåäåëÿþò äâèæåíèå âîëíîâîãî ôðîíòà (ïàðàìåòðû
ôðîíòà), à îñòàëüûå òîëüêî äâèæåíèå êîí÷èêà (ïàðàìåòðû êîí÷èêà). Íàì óäàëîñü
ïîëó÷èòü ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñäâèãà ÷àñòîòû è ñêîðîñòè äðåéôà, êàê
ôóíêöèîíàëîâ îò âîçìóùåíèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû. Óêàæåì íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà
ïîëó÷åíûõ ðåçóëüòàòàîâ:
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1. Ñïðàâåäëèâ ëèíåéíûé ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè: âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè
ñðåäû íà ÷àñòîòó âðàùåíèÿ ñïèðàëè è ñêîðîñòü äðåéôà ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ñóììû âêëàäîâ îò âñåõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ îáëàñòåé ñ âîçìóùåííûìè
ïàðàìåòðàìè. Âêëàä êàæäîé îáëàñòè çàâèñèò îò âåëè÷èíû âîçìóùåíèÿ â ýòîé
îáëàñòè è (äëÿ ïàðàìåòðîâ ôðîíòà) îò ðàññòîÿíèÿ îò ýòîé îáëàñòè äî öåíòðà
âðàùåíèÿ.

2. Ïðè áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, âëèÿíèå íà ÷àñòîòó âðàùåíèÿ óáûâàåò

ãèïåðýêñïîíåíöèàëüíî, ∼ exp(−(ρ/Λ)3), à íà ñêîðîñòü äðåéôà �

ãèïåðýêñïîíåíöèàëüíî ñ îñöèëëÿöèÿìè, ∼ exp(−(ρ/Λ)3 − 2iρ/λ0). Ïåðèîä
ýòèõ îñöèëëÿöèé ðàâåí λ0/2, òî åñòü ïîëîâèíå àñèìïòîòè÷åñêîé äëèíû âîëíû
ñâîáîäíîé ñïèðàëè.

3. Èç âñåõ ïàðàìåòðîâ, ñïèðàëüíàÿ âîëíà íàèáîëåå ÷óñòâèòåëüíà ê íåîäíîðîäíîñòè
V . Ïðåíåáðåãàÿ âëèÿíèåì îñòàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé, âëèÿíèå âîçìóùåíèÿ V
ìîæíî îïèñàòü ïðîñòûì óðàâíåíèåì (4.37), êîòîðîå ñîäåðæèò òîëüêî ïàðàìåòðû,
ëåãêî îïðåäåëÿåìûå ôåíîìåíîëîãè÷åñêè. Â ÷àñòíîñòè, âëèÿíèå V çàìåòíî äàæå
íà íåêîòîðîì (îòíîñèòåëüíî ìàëîì) ðàññòîÿíèè îò êîí÷èêà.

4. Âëèÿíèå âîçìóùåíèÿ D íà äðåéô ñïèðàëè è äåâèàöèþ ÷àñòîòû âñåãäà ìíîãî
ìåíüøå âëèÿíèÿ âîçìóùåíèÿ V , è çíà÷èòåëüíî òîëüêî åñëè îíî èìååò ìåñòî íà
êîí÷èêå (ðåãóëÿðíàÿ êîìïîíåíòà ÔÎ ðàâíà íóëþ â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî p).

5. Òîëüêî âîñåìü èç ñèíãóëÿðíûõ êîìïîíåíò ÔÎ Ŵ V,D,0,2
0,1 äåéñòâèòåëüíî ðàçëè÷íû,

òîãäà êàê îñòàëüíûå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç íèõ è ïàðàìåòðû p è σ.

Íåêîòîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ ìîæíî îáúÿñíèòü ýâðèñòè÷åñêè è ñðàâíèòü ñ ïîõîæèìè
ñâîéñòâàìè ðåøåíèé çàäà÷ î íèçêîàìïëèòóäíûõ âîçìóùåíèÿõ â ÊÓÃË [44] è î äðåéôå
ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ãðàíèöåé â ÊÓÃË [42] è äëÿ �áåçúÿäåðíîé� ñïèðàëè â ïðåäåëå
Ôàéôà äëÿ âîçáóäèìîé ñðåäû [73]. Åñòåñòâåííî, ñâîéñòâà 1�5 íå òîæäåñòâåííû
ñâîéñòâàì äðåéôà ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ãðàíèöåé è ïðè ñðàâíåíèè ìû ãîâîðèì î
ïîõîæèõ à íå îá èäåíòè÷íûõ ñâîéñòâàõ.
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Ñâîéñòâî 1 ñïðàâåäëèâî äëÿ ðåøåíèé [42, 44] è, êàê ìû äóìàåì, äëÿ [73] (àâòîðû íå
ïðåäñòàâèëè ðåøåíèÿ äëÿ ãðàíèöû ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, à îãðàíè÷èëèñü íåêîòîðûìè
÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè). Òîò ôàêò, ÷òî ìàëûå âîçìóùåíèÿ äåéñòâóþò àääèòèâíî íå
âûçûâàåò óäèâëåíèÿ. Îäíàêî, îí íå î÷åâèäåí a priori äëÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è:
íàïðèìåð, â äèíàìèêå äîìåííûõ ñòåíîê â óðàâíåíèè Ëàíäàó-Ëèôøèöà àääèòèâíû
êâàäðàòû âîçìóùåíèé [76].

Ñâîéñòâî 2 ñïðàâåäëèâî äëÿ [73]. Îäíàêî, â [42] è [44], êàê äåâèàöèÿ ÷àñòîòû,
òàê è ñêîðîñòü äðåéôà èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü îò ðàññòîÿíèÿ. Ýòî
ðàçëè÷èå ìîæíî èíòóèòèâíî ïîíÿòü â òåðìèíàõ äèôôóçèè ôàçû àâòîâîëí [72, 54].
Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì ÷òî âîçìóùåíèÿ âëèÿþò íà ñîáûòèÿ îêîëî ÿäðà
ïîñðåäñòâîì èçëó÷àåìûõ ñïèðàëüíûõ âîëí. Ëîêàëüíî ñïèðàëüíûå âîëíû áëèçêè
ê ïëîñêèì ïåðèîäè÷åñêèì è ìîãóò ðàññìàòðèâàòñÿ êàê ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ
àâòîâîëíû [72]. Òàê ÷òî, ðàñïðîñòðàíåíèå âëèÿíèÿ âîçìóùåíèÿ ê ÿäðó ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü êàê äèôôóçèþ ôàçû âîëí íà ôîíå åå ïåðåíîñà â îáðàòíóþ ñòîðîíó,
êîòîðûé âîçìîæåí òîëüêî áëàãîäàðÿ äèôôóçèè ôàçû [54]. Êîåôèöèåíòû ïðîäîëüíîé è
ïîïåðå÷íîé äèôôóçèè ôàçû ìîãóò çíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ. Â ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé
â [42] îáà êîýôèöèåíòà ðàâíû, òîãäà êàê â ìîäåëÿõ, ðàññìîòðåíûõ çäåñü è â [73],
ïðîäîëüíàÿ äèôôóçèÿ îòñóòñòâóåò. Ëåãêî âèäåòü ÷òî óðàâíåíèå (4.11) ñîîòâåòñòâóåò
ýâîëþöèîííîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôàçû [54] ñ íóëåâîé ïðîäîëüíîé äèôôóçèåé. Ïðè÷èíà
ýòîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ïîñëåäóþùàÿ âîëíà
âîçáóæäåíèÿ íå ïîëó÷àåò íèêàêîé èíôîðìàöèè îò ïðåäûäóùåé è âîçáóæäåíèå ìîæåò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ òîëüêî âäîëü âîëíû. Òàêèì îáðàçîì, â ÊÓÃË âîçìóùåíèå ìîæåò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî ïðÿìîé �ïðîòèâ ïîòîêà� âîëí èçëó÷àåìûõ ñïèðàëüþ, òàê ÷òî
åìó ïðèõîäèòñÿ ïðåîäîëåâàòü òîëüêî ðàññòîÿíèå ρ. Íàïðîòèâ, â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå, âîçìóùåíèÿ äîëæíû ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî çíà÷èòåëüíî áîëåå äëèííîìó ïóòè
âäîëü ôðîíòà âîëíû, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé áîëåå áûñòðîãî óáûâàíèÿ âëèÿíèÿ
âîçìóùåíèÿ ñ ðàññòîÿíèåì.

Îñöèëëÿòîðíóþ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè äðåéôà îò ðàññòîÿíèÿ ìîæíî îáúÿñíèòü
â òåðìèíàõ òàê íàçûâàåìîãî ðåçîíàíñíîãî äðåéôà. Çàìåòèì, ÷òî âîçìóùåíèå
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çíà÷èòåëüíî âëèåò íà ñïèðàëü òîëüêî êîãäà âîëíà ïðîõîäèò ÷åðåç âîçìóùåííóþ
îáëàñòü. Òàêèì îáðàçîì, ýòî ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå, ñèíõðîíèçîâàííîå ñ
âðàùåíèåì ñïèðàëüíîé âîëíû. Òåïåðü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåìè æå àðãóìåíòàìè,
÷òî è â ñëó÷àå ðåçîíàíñíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî äðåéôà [36, 24, 52]. À èìåííî, ìàëûå
âîçäåéñòâèÿ âîçìóùåíèÿ ïðèêëàäûâàþòñÿ íà îäíîé è òîé æå ôàçå âðàùåíèÿ ñïèðàëè
è ïîòîìó ñêëàäûâàþòñÿ. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå äàííîãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî âëèÿíèå ñèëüíî çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ äî âîçìóùåííîé îáëàñòè. Â ÷àñòíîñòè,
íàïðàâëåíèå äðåéôà îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ôàç ìåæäó âðàùåíèåì ñïèðàëè è
âîçäåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ. Ýòà ðàçíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì âçÿòûì ïî
ìîäóëþ 2π óìíîæåííûì íà äëèíó âîëíû. Ýòî îáúÿñíÿåò ïåðèîäè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü
íàïðàâëåíèÿ äðåéôà îò ðàññòîÿíèÿ äî íåîäíîðîäíîñòè è çàâèñèìîñòü åå ïåðèîäà îò
äëèíû âîëíû ñïèðàëè. Ìíîæèòåëü 1/2 îñòàåòñÿ íåîáúÿñíåííûì è ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ
íåòðèâèàëüíûì ðåçóëüòàòîì òåîðèè. Íàîáîðîò, â ÊÓÃË âñå ôàçû êîëåáàíèé â
òî÷íîñòè ðàâíû è âîçäåéñòâèå íåîäíîðäíîñòè â ýòîì ñìûñëå âîáùå íå îñöèëëèðóåò.

Ýòè ýâðèñòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü ÷òî (i)
Ãèïåðýêñïîíåíöèàëüíûå àñèìïòîòèêè íå ÿâëÿþòñÿ îáùèìè è îãðàíè÷åíû òîëüêî
ñëó÷àÿìè ñ íóëåâîé ïðîäîëüíîé äèôôóçèåé àâòîâîëíîâîé ôàçû, òîãäà êàê
ýêñïîíåíöèàëüíàÿ àñèìïòîòèêà íàïðîòèâ áîëåå âåðîÿòíà è (ii) îñöèëëÿòîðíàÿ
çàâèñèìîñòü íàïðàâëåíèÿ äðåéôà îò ðàññòîÿíèÿ èìååò áîëåå îáùèé õàðàêòåð è ìîæåò
îòñóòñòâîâàòü òîëüêî â ñèñòåìàõ ñ îñîáûìè âíóòðåííèìè ñèììåòðèÿìè.

Ñâîéñòâà 3�5 ñïåöèôè÷íû äëÿ äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ñðåäè íèõ íàèáîëåå
èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñâîéñòâî 3, òàê êàê îíî ìîæåò áûòü íàèáîëåå ïðîñòî
ïðîâåðåíî â íàòóðíûõ è ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Íåêîòîðûå øàãè â ýòîì
íàïðàâëåíèè ïðåäïðèíÿòû â ãëàâå 5.
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Ãëàâà 5

Ñîïîñòàâëåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ

òåîðèé è ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà

5.1 Ñðàâíåíèå ñ ìåòîäîì ñâîáîäíîé ãðàíèöû.

5.1.1 Ââåäåíèå.

Êèíåìàòè÷åñêèé ïîäõîä èäåîëîãè÷åñêè áëèçîê ê òàê íàçûâàåìîìó ìåòîäó ñâîáîäíîé
ãðàíèöû [3] â òîì, ÷òî îáà ðàññìàòðèâàþò äâèæåíèå êðèâûõ: êðèâîé âîëíîâîãî
ôðîíòà (ãðåáíÿ âîëíû) äëÿ ïåðâîãî, è ïåðåäíåãî/çàäíåãî ôðîíòîâ äëÿ ïîñëåäíåãî.
Îäíàêî, óñëîâèÿ èõ ïðèìåíèìîñòè ðàçëè÷íû, è ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ â ðàçëè÷íûõ
òåðìèíàõ. Íàïðèìåð, êèíåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíèì â ñëó÷àå, êîãäà
íåò ÷åòêî âûðàæåííîãî çàäíåãî ôðîíòà, êàê â ñëó÷àå ñ âîëíàìè âîçáóæäåíèÿ
â ñåðäå÷íîé ìûøöå, èëè äàæå ÷åòêîãî ïåðåäíåãî ôðîíòà. Äðóãîå ðàçëè÷èå ýòèõ
ïîäõîäîâ � îòñóòñòâèå ïîíÿòèÿ îáðûâà âîëíû â ìåòîäå ñâîáîäíîé ãðàíèöû, â òî âðåìÿ
êàê â êèíåìàòè÷åñêîì ïîäõîäå îíî èãðàåò âàæíóþ ðîëü. Òàê ÷òî ïåðåâîä ñ îäíîãî
ÿçûêà íà äðóãîé ìîæåò áûòü íåî÷åâèäåí è äàæå íå âñåãäà âîçìîæåí.

Îäíàêî èìåþòñÿ ñëó÷àè êîãäà îáà ïîäõîäà ïðèìåíèìû, à èõ ðåçóëüòàòû
ñîïîñòàâèìû. Òàêîâ ê ïðèìåðó ñëó÷àé �óíèâåðñàëüíîãî ïðåäåëà� � ñïèðàëüíûõ
âîëí ñ áîëüøèì ÿäðîì â ìåòîäå ñâîáîäíîé ãðàíèöû [55, 57, 77]. Ñâîéñòâà
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ðåøåíèé òàì ñîîòâåòñòâóþò ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ãðàíèöå ñóùåñòâîâàíèÿ ñïèðàëüíûõ
âîëí ∂R Âèíôðè [45]. Â êèíåìàòè÷åñêîì ïîäõîäå ãëàâû 2 òàêæå ðàññìàòðèâàåñÿ
ãðàíèöà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé â âèäå ñïèðàëüíûõ âîëí, êîòîðàÿ ãèïîòåòè÷åñêè
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ∂R. Îäíàêî, ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé â ýòèõ
äâóõ ïîäõîäàõ áûëè ðàçëè÷íû, ÷òî ñîçäàâàëî êàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó
êèíåìàòè÷åñêèì ïîäõîäîì ñ îäíîé ñòîðîíû, è ìåòîäîì ñâîáîäíîé ãðàíèöû, è, äî
íåêîòîðîé ñòåïåíè, ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ñ äðóãîé ñòîðîíû.

Â ýòîé ãëàâå ìû èçó÷àåì ñâîéñòâà ðåøåíèé â êèíåìàòè÷åñêîì ïîäõîäå áîëåå
ïîäðîáíî, è óñòðàíÿåì âûøåóïîìÿíóòîå ïðîòèâîðå÷èå. Êîðîòêî ãîâîðÿ, ïðè÷èíà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãðàíèöà ñóùåñòâîâàíèÿ ñïèðàëüíûõ âîëíîâûõ ðåøåíèé ñîñòîèò
èç äâóõ ðàçëè÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ âåòâåé, è â [55, 57, 77] îáñóæäàëàñü îäíà âåòâü, â
òî âðåìÿ êàê â ðàçäåëå 3.4 ðàññìàòðèâàëàñü äðóãàÿ.

Ìû îïèñûâàåì ðàçëè÷íûå âîëíû âîçáóæäåíèÿ íåèçìåííîé ôîðìû îêîëî ãðàíèöû
ñóùåñòâîâàíèÿ ñïèðàëüíûõ âîëí. Òàêèå âîëíû ìîãóò äâèãàòüñÿ ïîñòóïàòåëüíî
(òðàíñëÿöèîííûå âîëí) èëè âðàùàòüñÿ (ñïèðàëüíûå âîëíû). Òðàíñëÿöèîííûå è
ñïèðàëüíûå âîëíû ñóùåñòâóþò ïî ðàçíûå ñòîðîíû ãðàíèöû ðîòîðîâ. Ìû îïèñûâàåì
çàâèñèìîñòü ôîðì è êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ òàêèõ âîëí îò ïàðàìåòðîâ ñðåäû,
è îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ âîëí â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
Ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì ñâîáîäíîé ãðàíèöû [55, 57, 77].
Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû � áîëåå ïîëíûå â òîì ñìûñëå, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ
âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå íå âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ òåîðèè ñâîáîäíîé ãðàíèöû.
Êîíå÷íî, âîïðîñ ðåàëèçóåìîñòè òàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â êàêîé-ëèáî êîíêðåòíîé
ñèñòåìå ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ îñòàåòñÿ îòêðûòûì, òàê êàê ïàðàìåòðû êèíåìàòè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ ïîêà íå ïîëó÷åíû íè àíàëèòè÷åñêè íè ÷èñëåííî. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áóäåò
÷àñòè÷íî äàí â ðàçäåëå 5.3.

Ñòðóêòóðà ýòîé ÷àñòè ãëàâû ñëåäóþùàÿ. Â ðàçäåëå 5.1.2 ìû îáñóæäàåì
ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Â ðàçäåëàõ 5.1.3 è 5.1.4 ìû ïðåäñòàâëÿåì
ðåøåíèÿ â âèäå òðàíñëÿöèîííûõ è ñïèðàëüíûõ âîëí. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 5.1.5 ìû
ñðàâíèâàåì íàøè ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè ìåòîäà ñâîáîäíîé ãðàíèöû.
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5.1.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ñòàöèîíàðíàÿ âîëíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.42). Äëÿ ñëó÷àÿ ìàëîé êðèâèçíû
κ � 1 îíî ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó (2.44), ãäå ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
äëÿ ñïèðàëüíûõ âîëí è ω = 0 äëÿ òðàíñëÿöèîííûõ âîëí. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà
áåñêîíå÷íîñòè èìååò âèä (2.41). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîí÷èêå áûëè ñôîðìóëèðîâàíû
â ãëàâå 2. Èõ áåçðàçìåðíàÿ ôîðìà äëÿ ñëó÷àÿ ìàëåíüêèõ κ� 1, Ω � ε è κ′

(0) � κ(0)

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

κ(0) = α; ηα+ κ
′
(0) + Ω = 0 (5.1)

Çäåñü
α = ε

ν0

ν1

, η = γ + ε
ν1ν3 + ν0ν4

ν1

(5.2)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îêðåñòíîñòü òî÷êè ε = 0, γ = 0, òàê ÷òî
ïàðàìåòðû α � 1, η � 1. Êðîìå òîãî, ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî, êàê ñëåäóåò èç (2.40),
ñêîðîñòü ñîêðàùåíèÿ êîí÷èêà ðàâíà

G/V∗ = η (5.3)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2.44) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.41), (5.1) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé çàäà÷ó äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè κ(σ) è íåèçâåñòíîãî ÷èñëà Ω. Åå ðåøåíèÿ ñ
Ω 6= 0 ñîîòâåòñòâóþò âðàùàþùèìñÿ âîëíàì, à ðåøåíèÿ ñ Ω = 0 � òðàíñëÿöèîííûì
âîëíàì.

5.1.3 Òðàíñëÿöèîííûå âîëíû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Ω = 0. Ôàçîâûå ïîðòðåòû óðàâíåíèé (2.42) è (2.44) ïðè Ω = 0

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 5.1. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè
(2.41) íå âûäåëÿåò åäèíñòâåííîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè, òàê ÷òî îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü
óäîâëåòâîðèòü äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ (5.1) íà êîí÷èêå.
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Ðèñ. 5.1: (a) Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (2.44) ïðè Ω = 0. Ïîêàçàíû ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå

(5.4) è ïî äâå òðàåêòîðèè êàæäîãî èç ñåìåéñòâ (5.5)�(5.7). Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü ðàçäåëåíà îñÿìè

κ
′
è ñåïàðàòðèñîé κ0 íà òðè îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì ïîâåäåíèåì ðåøåíèé. Ñïðàâà îò ñåïàðàòðèñû

ðàñïîëîæåíû ðåøåíèÿ κp âèäà (5.7). Äëÿ ýòèõ ðåøåíèé êðèâèçíà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü íà

êîíå÷íîé äëèíå, òàê ÷òî îíè íå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè (2.41).

Ñëåâà îò îñè κ
′
ðàñïîëîæåíû ðåøåíèÿ κ− òèïà âîãíóòûõ âîëí (5.5). Îíè íà÷èíàþòñÿ èç òî÷êè

κ = 0, κ
′

= 0 ïðè σ = −∞ è âîçâðàùàþòñÿ ýòó òî÷êó ïðè σ = +∞. Íàêîíåö ìåæäó îñüþ

κ
′
è ñåïàðàòðèñîé κ0 ðàñïîëîæåíû ðåøåíèÿ κ+ âèäà âûïóêëûõ âîëí (5.6). Èõ ïîâåäåíèå ïîäîáíî

ïîâåäåíèþ ñåïàðàòðèñíîãî ðåøåíèÿ, ò.å. ôàçîâûå òðàåêòîðèè èäóò îò áåñêîíå÷íîñòè ê òî÷êå κ = 0,

κ
′

= 0, ïðè èçìåíåíèè σ îò −A+
2 /A

+
1 (èëè −A äëÿ κ0) äî +∞ (íèæíÿÿ ÷àñòü) èëè îò ýòîé òî÷êè

â áåñêîíå÷íîñòü, ïðè èçìåíåíèè σ îò −∞ äî −A+
2 /A

+
1 (−A äëÿ κ0) (âåðõíÿÿ ÷àñòü). (b) Ôàçîâûé

ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (2.42) äëÿ ñðàâíåíèÿ. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè ìàëûõ κ è κ
′
ðàçíèöà íåçíà÷èòåëüíà.

Äëÿ áîëüøèõ κ > 0 òðàåêòîðèè (2.42) çàìêíóòû, òîãäà êàê òðàåêòîðèè (2.44) óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü.
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Îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.44) ïðè Ω = 0:

κ0(σ) = 2/(σ + A)2 (5.4)
κ−(σ) = −2A2

1/ cosh2(A1σ + A−2 ) (5.5)
κ+(σ) = 2A2

1/ sinh2(A1σ + A+
2 ) (5.6)

κp(σ) = 2A2
1/ cos2(A1σ + A2) (5.7)

Ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè èíòåãðèðîâàíèÿ A, A1, A±2 , A2. Òàê ÷òî, ïðè α = 0

çàäà÷à (2.44), (2.41), (5.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ôîðìå ïîëóïëîñêîé âîëíû
κ = 0. Íèæå ìû ðàññìàòðèâàåì α 6= 0.

Âñå ðåøåíèÿ κ0± óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà áåñêîíå÷íîñòè (2.41).
Èõ ãðàôèêè íà ïëîñêîñòè (σ, κ) è ôîðìû ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâûõ ôðîíòîâ
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 5.2.

Ðåøåíèå (5.7) íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2.41). Êðîìå òîãî, äëÿ
ýòîãî ðåøåíèÿ κp � 1, êîãäà A1l + A2 → π/2, è ñëåäîâàòåëüíî (2.44) � íå
óäîâëåòâîðèòåëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ (2.42). Äëÿ ïîëíîòû, ìû ïðèâîäèì ÷èñëåííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.42), ñîîòâåòñòâóþùåå çàìêíóòîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè íà
ðèñóíêå 5.3.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèå κ− âîãíóòîé, à ðåøåíèå κ+ âûïóêëîé âîëíîé, â
ñîîòâåòñòâèè ñ âûïóêëîñòüþ èëè âîãíóòîñòüþ âîëíîâîãî ôðîíòà â íàïðàâëåíèè
äâèæåíèÿ. Ðåøåíèè κ0 áóäåò íàçûâàòüñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé âîëíîé, ïî ïðè÷èíàì,
êîòîðûå áóäóò ÿñíû ïîçæå.

Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå â ðåøåíèÿõ κ0± ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (5.1):

A = 2/η, A1 =
1

2

(
η2 − 2α

)1/2
, tanhA−2 = cothA+

2 =
η

(η2 − 2α)1/2
(5.8)

âìåñòå ñ
η2 ≥ 2α (5.9)

äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñëÿöèîííûõ âîëí.
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Ðèñ. 5.2: Êðèâèçíà êàê ôóíêöèÿ äëèíû âäîëü ôðîíòà äëÿ òðàíñëÿöèîííûõ âîëí (5.4)�(5.6):

(a) κ0(σ) ïðè α = 0.1; (b) κ+(σ) ïðè α = 0.1, η = 0.5; (c) κ−(σ) ïðè α = −0.1, η = 0.5.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìû ôðîíòà ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ (a' )�(c' ). Òî÷êè íà ôðîíòàõ èçîáðàæàþò

êîí÷èêè. Ïðîäîëæåíèÿ ôðîíòîâ çà òî÷êó îáðûâà (êîí÷èê) ïîêàçàíî ïóíêòèðîì. Ñòðåëêè � ñêîðîñòè

ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòîâ.
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Ðèñ. 5.3: (a) Êðèâèçíà ràê ôóíêöèÿ äëèíû âäîëü ôðîíòà ïîëó÷åííàÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè

óðàâíåíèÿ (2.42) ïðè Ω = 0. Â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (6) ïîëîæåíî α = 0.01 è η = 0. (b)

Cîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìà ôðîíòà. Òî÷êà íà ôðîíòå � êîí÷èê. Ïðîäîëæåíèå ôðîíòà çà òî÷êó îáðûâà

(êîí÷èê) ïîêàçàíî ïóíêòèðîì. Ñòðåëêà � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.

Èç ôàçîâîãî ïîðòðåòà íà ðèñóíêå 5.1 âèäíî, ÷òî òðàíñëÿöèîííûå âîëíû � ýòî
âîãíóòûå âîëíû κ−, åñëè κ(0) < 0 è ëîãàðèôìè÷åñêèå κ0 èëè âûïóêëûå âîëíû κ+ (åñëè
îíè ñóùåñòâóþò) ïðè κ(0) > 0. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ âîëíà κ0 ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó
â (5.9), à âûïóêëàÿ âîëíà κ+ � ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ κ0

è κ+ ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè (2.41) òîëüêî åñëè
κ′(0) < 0. Òîãäà, èç (5.3), ñ ó÷åòîì Ω = 0 è κ(0) > 0, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå η > 0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5.1), îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ
òðàíñëÿöèîííûõ âîëí ðàçëè÷íûõ òèïîâ ìîæíî â èòîãå îïèñàòü êàê:

κ = 0 : α = 0 (5.10)
κ0 : η2 = 2α, η > 0 (5.11)
κ− : α < 0 (5.12)
κ+ : η2 ≥ 2α > 0, η > 0 (5.13)

Óñëîâèÿ (5.11), è (5.13) ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêèå âîëíû κ0 è âûïóêëûå
âîëíû κ+ âñåãäà ñîêðàùàþòñÿ è íèêîãäà íå ïðîðîñòàþò, òîãäà êàê âîãíóòûå κ− è
ïëîñêèå âîëíû κ = 0 ìîãóò êàê ñîêðàùàòüñÿ òàê è ïðîðîñòàòü.

Ôîðìà ôðîíòà â Äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç óðàâíåíèé â
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íàòóðàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (5.4)�(5.6) ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé

φ(σ) =

σ∫
0

κn(ξ)dξ, x(σ) =

σ∫
0

cos(φ(ξ))dξ, y(σ) =

σ∫
0

sin(φ(ξ))dξ (5.14)

Ñëåäîâàòåëüíî äàëüíèå àñèìïòîòèêè, ïðè σ →∞, íàøèõ ðåøåíèé:

y0 ∼ const + 2 lnx

y± ∼ tan(2A1)x (5.15)

Èìåííî ïîýòîìó ìû íàçâàëè ðåøåíèå κ0 ëîãàðèôìè÷åñêîé âîëíîé. Çàìåòèì, ÷òî
àñèìïòîòèêè (5.15) ñîâïàäàþò ñ äàëüíèìè àñèìïòîòèêàìè äëÿ �retracting waves"è
"critical finger"[57]. Ðåøåíèå κ− áåç îáðûâà ñîâïàäàåò ñ V-îáðàçíûìè âîëíàìè,
îïèñàííûìè â [59].

5.1.4 Ñïèðàëüíûå âîëíû.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû äëÿ óðàâíåíèé (2.42) è (2.44) ïðè Ω 6= 0 ïîêàçàíû íà ðèñ. 5.4.
Ðàçëè÷èÿ ìåæäó íèìè íåçíà÷èòåëüíû, åñëè κ è κ′ ìàëû.
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Ðèñ. 5.4: (a) Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (2.42) ïðè Ω = 0.5 â êîîðäèíàòàõ (κΩ−2/3, κ
′
Ω−1). (b)

Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (2.44) â êîîðäèíàòàõ (κΩ−2/3, κ
′
Ω−1). O � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, I �

íåðàâíîâåñíàÿ ñèíãóëÿðíàÿ òî÷êà. Æèðíàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ AO � ñåïàðàòðèñà.

Ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì ñïðàâà îò ñåïàðàòðèñû AO

íà ðèñ. 5.4b äîñòèãàþò áåñêîíå÷íîé êðèâèçíû íà êîíå÷íîé äëèíå è ñëåäîâàòåëüíî
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íå óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè (2.41). Ñîîòâåòñòâóþùèå
òðàåêòîðèè íà ðèñ. 5.4 íå ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, íî êðèâèçíà ñòàíîâèòñÿ î÷åíü
áîëüøîé, κ � 1, òî åñòü êèíåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ôîðìàëüíî íåïðèìåíèì. Äëÿ
ïîëíîòû, ìû ïðèâîäèì ôîðìó ýòèõ ðåøåíèé â âèäå "èçîãíóòîé ñïèðàëè"íà ðèñ. ??.

Èìåþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ òèïà ðåøåíèé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íîìó
óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè (2.41). Íåêîòîðûå ðåøåíèÿ ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó I íà
ðèñ. 5.4 â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü, è êðèâèçíà ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî âäàëè îò êîí÷èêà, âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ê öåíòðó âðàùåíèÿ, à íå îò íåãî.
Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòè âîëíû ñêðó÷èâàþùèìèñÿ ñïèðàëÿìè. Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå
îáðàçû íàáëþäàëèñü â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ [28] â îãðàíè÷åííîé ñðåäå. Â
íåîãðàíè÷åííîé ñðåäå ñêðó÷èâàþùèåñÿ ñïèðàëè íèêîãäà íå íàáëþäàëèñü è, ñêîðåå
âñåãî, íåóñòîé÷èâû. Äëÿ ïîëíîòû, ïðèìåð òàêîãî ðåøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìû
ôðîíòà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.5(b�b�), îäíàêî â äàëüíåéøåì òàêèå ðåøåíèÿ íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ. . Äðóãîé òèï ðåøåíèÿ � ñåïàðàòðèñà AO íà ôàçîâîì ïîðòðåòå. Â
îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî òèïà, ýòî ðåøåíèå ïîëîæèòåëüíî âñþäó è áóäåò íàçûâàòüñÿ,
ðàñêðó÷èâàþùåéñÿ ñïèðàëüþ. Ãðàôèê κ(σ) è ôîðìû ôðîíòà äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ
ïîêàçàíû íà ðèñ. 5.5(a�a�). Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ðàñêðó÷èâàþùèåñÿ
ñïèðàëè, òî åñòü ìû çàìåíÿåì ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè (2.41) áîëåå
æåñòêèì:

κ(+∞) = +0 (5.16)
Âñå ðåøåíèÿ (2.44) ìîãóò áûòü îïèñàíû àíàëèòè÷åñêè. Óäîáíî ñäåëàòü ýòî â

êóñî÷íîì âèäå:

κ(σ) = ±(9/2)1/3Ω2/3ζ2/3(1± Y 2(ζ)), ζ =

√
2

3
Ω1/2|σ0 − σ|3/2 (5.17)

Ñ âåðõíèìè çíàêàìè è

Y (ζ) =
(
qJ−2/3(ζ)− J+2/3(ζ)

)
/
(
J−1/3(ζ) + qJ+1/3(ζ)

)
, (5.18)

äëÿ σ ≤ σ0, èëè íèæíèìè çíàêàìè è

Y (ζ) =
(
I+2/3(ζ)− qI−2/3(ζ)

)
/
(
I−1/3(ζ)− qI+1/3(ζ)

) (5.19)
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Ðèñ. 5.5: Çàâèñèìîñòü êðèâèçíû îò äëèíû âäîëü ôðîíòà äëÿ (a) ðàñêðó÷èâàþùåéñÿ è (b)

ñêðó÷èâàþùåéñÿ ñïèðàëåé è (a',b' ) ôîðìû èõ ôðîíòîâ. Îáå ñïèðàëè âðàùàþòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè (ïîêàçàííî ñòðåëêàìè) âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò. Êîí÷èêè ïîêàçàíû òî÷êàìè. Øòðèõîâûå

êðóãè - òðàåêòîðèè êîí÷èêîâ. Ïàðàìåòðû ñïèðàëåé: (a) α ≈ 0.13, η ≈ −0.67, Ω = 0.1 (b) α = 0.19,

η = −0.89, Ω = 0.2. (a�, b�): Óâåëè÷åííûå èçîáðàæåíèÿ øòðèõîâûõ ëèíèåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà

(a' ) è (b ' ). Ðàcêðó÷èâàþùàÿñÿ ñïèðàëü íà ðèñóíêå (a) ïîëó÷åíà èç àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (5.17),

ñêðó÷èâàþùàÿñÿ (b) � ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (2.42)
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äëÿ σ ≥ σ0, ãäå σ0 è q � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ; Jp(x) è Ip(x) � ôóíêöèè Áåññåëÿ
è ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ìû íàçîâåì ýòè ÷àñòè J-âåòâü
è I-âåòâü ñîîòâåòñòâåííî; çàìåòèì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì
äðóã äðóãà. Ýòè ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (5.16) òîëüêî êîãäà q =

1. Ðåøåíèÿ ñ q < 1 ñîîòâåòñòâóåò ñêðó÷èâàþùèìñÿ ñïèðàëÿì, à ñ q > 1 ñîîòâåòñòâóþò
ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì ñïðàâà îò ñåïàðàòðèñû.

Òî÷êà îòâå÷àþùàÿ êîí÷èêó (σ = 0) ìîæåò áûòü íà J-âåòâè åñëè σ0 > 0 (ñïèðàëüíàÿ
âîëíà J-òèïà) èëè íà I-âåòâè åñëè σ0 < 0 (ñïèðàëüíàÿ âîëíà I-òèïà). Áåñêîíå÷íûé
õâîñò ñïèðàëè â îáîèõ ñëó÷àÿõ îïèñûâàåòñÿ I-âåòâüþ. Òàê ÷òî ñïèðàëè J-òèïà ñîñòîÿò
èç äâóõ ÷àñòåé, J-âåòâü âáëèçè êîí÷èêà è I-âåòâü â îñòàëüíîé ÷àñòè, òîãäà êàê I-
ñïèðàëè ñîñòîÿò òîëüêî èç I-âåòâè.

Äèôôåðåíöèðóÿ (5.18), (5.19) ïî ζ ñ ó÷åòîì ðåêóðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ
ôóíêöèé Áåññåëÿ, ïîëó÷èì

Y ′(ζ) = ∓1− Y 2 − Y/(3ζ) (5.20)

Òàê ÷òî èç (5.17) èìååì
κ′(σ) = Ω

[
3ζ(1± Y 2(ζ))− 1

] (5.21)

Èç (5.1), (5.17), (5.21), ïîëó÷àåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîí÷èêå äëÿ ñïèðàëåé J-òèïà
è I-òèïà:

±62/3

2
(1± Y 2

0 )ζ
2/3
0 Ω2/3 = α

3(1± Y 2
0 )ζ0ΩY0 = −ηα (5.22)

ãäå Y0 = Y (ζ0), ζ0 =
√

2Ω/3 · |σ0|3/2 è Y (ζ) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ èç (5.18) èëè
èç (5.19).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ñïèðàëüíîé âîëíå ñâåäåíà ê òðàíñöåíäåíòíîé
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå (5.22) îòíîñèòåëüíî ζ0 è Ω. Ïðî÷èå êèíåìàòè÷åñêèå
ïàðàìåòðû ñïèðàëüíîé âîëíû ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ýòè äâå âåëè÷èíû. Â
÷àñòíîñòè, ðàäèóñ ÿäðà r0 è óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ôðîíòó â êîí÷èêå è
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íàïðàâëåíèåì îò öåíòðà âðàùåíèÿ ê êîí÷èêó φ îïðåäåëÿþòñÿ êàê

r0 = [(1− α)2 + η2]1/2/Ω, tanφ = η/(1− α) (5.23)

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (5.22) ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîñòè Ω èìååò âèä:

Ω =
1

6ζ0

(
±2α∓ η2

)3/2 (5.24)

ãäå ζ0 � íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ Y (ζ0) = Y0 â êîòîðîì Y (ζ)

âçÿòà èç (5.18) èëè (5.19) è
Y0 = ∓ η

(±(2α− η2))1/2
(5.25)

Âåðõíèå èëè íèæíèå çíàêè, è ñëåäîâàòåëüíî J- èëè I- òèï ñïèðàëè, âûáèðàþòñÿ
òàê, ÷òîáû âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (5.25) áûëî ïîëîæèòåëüíî, òàê ÷òî J-ñïèðàëè
ñóùåñòâóþò åñëè

η2 − 2α < 0 (5.26)
à I-ñïèðàëè, åñëè

η2 − 2α > 0 (5.27)
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå, ñëåäóþùåå èç
òðåáîâàíèÿ Y (ζ) < −1 âûòåêàþùåãî èç (5.19) äëÿ q = 11):

η < 0, α > 0 (5.28)

Ñðàâíèâàÿ (5.28) ñ (5.3), ìîæíî âèäåòü, ÷òî I-ñïèðàëè ìîãóò òîëüêî ïðîðàñòàòü, òîãäà
êàê J-ñïèðàëè ìîãóò êàê ïðîðàñòàòü òàê è ñîêðàùàòüñÿ.

Çàìåòèì íàêîíåö, ÷òî îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ñêðó÷èâàþùèõñÿ ñïèðàëåé I- è J-
òèïà ñ q < 1 îïèñûâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè (5.26)�(5.28) ñîîòâåòñòâåííî, òàêæå êàê è
äëÿ ðàñêðó÷èâàþùèõñÿ ñïèðàëåé I- è J-òèïîâ.

1) Äåéñòâèòåëüíî, ïðè q = 1 ôóíêöèþ (5.19) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå Y (ζ) = −K2/3(ζ)/K1/3(ζ).

Òåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì Çîììåðôåëüäà äëÿ ôóíêöèè Ìàêäîíàëüäà

Kν(ζ) =
∞∫
0

exp(−ζ coshψ) cosh(νψ)dψ, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ν > 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà Kν(ζ) >

0 è ∂νKν(ζ) =
∞∫
0

ψ exp(−ζ coshψ) sinh(νψ)dψ > 0. Òàê ÷òî Kν(ζ) âîçðàñòàåò ïî èíäåêñó è çíà÷èò

K2/3(ζ) > K1/3(ζ) > 0, îòêóäà Y (ζ) = −K2/3(ζ)/K1/3(ζ) < −1.
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5.1.5 Îáñóæäåíèå.

Õîòÿ ðåøåíèÿ ñ áîëüøèìè êðèâèçíàìè è ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè ìîãëè áû áûòü
èíòåðåñíû ñ òî÷êè çðåíèÿ äâèæåíèÿ àáñòðàêòíûõ êðèâûõ, èõ ìîæíî ïðîèãíîðèðîâàòü
â êîíòåêñòå âîëí âîçáóæäåíèÿ, ïîñêîëüêó áîëüøèå êðèâèçíû íàðóøàþò ïðèìåíèìîñòü
êèíåìàòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè, è âîëíû âîçáóæäåíèÿ âî âñåõ èçâåñòíûõ âîçáóäèìûõ
ñðåäàõ ñèëüíî âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì è íå ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ. Îáëàñòè
ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ äðóãèõ òèïîâ ðåøåíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.6. Ìîæíî âèäåòü,
÷òî îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñëÿöèîííûõ è ñïèðàëüíûõ âîëí òî÷íî äîïîëíÿþò
äðóã äðóãà, òî åñòü ìåæäó íèìè íåò íèêàêèõ ïðîìåæóòêîâ èëè ïåðåêðûòèé.
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Ðèñ. 5.6: Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ñïèðàëüíûõ è òðàíñëÿöèîííûõ âîëí â êîîðäèíàòàõ (α, η).

Ñïëîøíûå ëèíèè � ãðàíèöû ìåæäó îáëàñòÿìè. Æèðíàÿ ëèíèÿ îòäåëÿåò îáëàñòè ñïèðàëüíûõ (I è J)

è òðàíñëÿöèîííûõ (C è D) âîëí. Â îáëàñòè �J�, ãäå âûïîëíåíî (5.26), ñóùåñòâóþò ñïèðàëüíûå âîëíû

J-òèïà. Îáëàñòü �I� îïðåäåëåíà óñëîâèÿìè (5.27), (5.28). Â íåé ñóùåñòâóþò ñïèðàëüíûå âîëíû I-òèïà.

Îáëàñòü �C� îïðåäåëåíà óñëîâèÿìè (5.13). Â ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâóþò âûïóêëûå òðàíñëÿöèîííûå

âîëíû (5.6). Â îáëàñòè �V �, ãäå α < 0, ñóùåñòâóþò âîãíóòûå òðàíñëÿöèîííûå âîëíû (5.5) (�V -

îáðàçíûå âîëíû�). Êðîìå òîãî, íà ãðàíèöå îáëàñòåé �J� è �C�, ñóùåñòâóþò ëîãàðèôìè÷åñêèå âîëíû

(5.4), à íà ëèíèè α = 0 � ïîëóïëîñêèå âîëíû.
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Ãðàíèöû ìåæäó îáëàñòÿìè �J� è �C� (J/C-ãðàíèöà) è ìåæäó �I� è �V � (I/V -
ãðàíèöà) ðàçäåëÿþò îáëàñòè òðàíñëÿöèîííûõ è ñïèðàëüíûõ âîëí. Èõ îáúåäèíåíèå
ìîæåò áûòü èäåíòèôèöèðîâàíî ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ãðàíèöåé ðîòîðîâ Winfree ∂R
[45], à îäíà èç åå ÷àñòåé � J/C-ãðàíèöà � ñ ãðàíèöåé ìåæäó ñïèðàëüíûìè âîëíàìè
è �retracting waves�, îïèñàííîé â [77]. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî J/C-ãðàíèöà îïèñûâàåòñÿ
ôîðìóëîé (5.11) òîëüêî â îêðåñòíîñòè òî÷êè epsF = 0, gamF = 0. Äàëüíåéøåå
åå ïîâåäåíèå ìîæåò ñëóæèòü ïðåäìåòîì îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, êîòîðîå ïîêà íå
ïðîâîäèëîñü. Â îòëè÷èè îò íåå, I/V -ãðàíèöà � ýòî ïðîñòî ëèíèÿ ε = 0.

Ñðàâíèì çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ñîêðàùåíèÿ òðàíñëÿöèîííîé âîëíû íà ðàññòîÿíèè
δ îò J/C-ãðàíèöû â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, êîãäà ýòî ðàññòîÿíèå ìàëî, äëÿ
íàøèõ âûïóêëûõ âîëí è �retracting waves� â òåîðèè ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Ïðåæäå âñåãî,
îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé ñîêðàùåíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå è â [55, 57, 77] íåñêîëüêî
ðàçëè÷àþòñÿ. Çäåñü ýòî ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè êîí÷èêà íà êàñàòåëüíóþ ê ôðîíòó â

êîí÷èêå; äàëåå òàê îïðåäåëåííàÿ ñêîðîñòü ñîêðàùåíèÿ áóäåò íàçûâàòüñÿ ëîêàëüíîé.
À â [55, 57, 77], ýòî ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè êîí÷èêà íà àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå

ôðîíòà, âäàëè îò êîí÷èêà. Åå ìû áóäåì íàçûâàòü ãëîáàëüíîé ñêîðîñòüþ ñîêðàùåíèÿ.
Ìû ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå G äëÿ ëîêàëüíîé ñêîðîñòè, è îáîçíà÷èì ãëîáàëüíóþ êàê
Gglob. Ãëîáàëüíàÿ ñêîðîñòü ñîêðàùåíèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ëîêàëüíóþ êàê

Gglob = G cos Φ− Vn sin Φ (5.29)

ãäå Vn = V∗(1 − κ(0)) � íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòü êîí÷èêà, à Φ = φ(∞) � èíòåãðàëüíûé
èçãèá ôðîíòà. Îáîçíà÷èâ δ = α− η2/2, ïîëó÷èì äëÿ íàøèõ ðåøåíèé:

Gglob
0 /V∗ = O

(
η2

) (5.30)
Gglob
± /V∗ = (2δ)1/2 +O

(
η3, δ3/2

)
Ýòè àñèìïòîòèêè ñîãëàñóþòñÿ äëÿ ìàëûõ η, è ñîâïàäàþò äëÿ η = 0, ñ
ïðåäñòàâëåííûìè â [55]: G = 0 äëÿ �critical finger� è G ∝ δ1/2 äëÿ �retracting waves�.
Òàê ÷òî íàøè ðåøåíèÿ â âèäå âûïóêëûõ âîëí κ+ ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü ñ �re-
tracting waves� â òåîðèè ñâîáîäíîé ãðàíèöû, à ëîãàðèôìè÷åñêàÿ âîëíà κ0 èäåíòè÷íà
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�critical finger� â ýòîé òåîðèè.
Íàêîíåö, èç (5.24) ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó ÷àñòîòû âðàùåíèÿ Ω âáëèçè J/C-

ãðàíèöû:
Ω ≈

√
2

3ζ∗
δ3/2 (5.31)

ãäå ζ∗ � íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ J−1/3(ζ∗) + J1/3(ζ∗) = 0.
Àíàëîãè÷íàÿ àñèìïòîòèêà âáëèçè I/V -ãðàíèöû, ãäå ðîëü ðàññòîÿíèÿ äî ãðàíèöû
èãðàåò ïàðàìåòð α, èìååò â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî α âèä

Ω ≈ −ηα/8 (5.32)

Àñèìïòîòèêà (5.31) ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííîé â [77]: Ω ∝ δ3/2. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èè
îò ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè, êîýôôèöèåíòû â àñèìïòîòèêàõ (5.30), (5.31), (5.31)çàâèñÿò îò
ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ δ. Íàïðèìåð, åñëè ìû îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå äî J/C-
ãðàíèöû êàê δ̃ =

√
2α− η (òî åñòü âäîëü ëèíèè α = const, à íå η = const, êàê ýòî áûëî

ñäåëàíî âûøå), òî âìåñòî (5.31), ïîëó÷èì

Ω ≈ 25/4α3/4

3ζ∗
δ̃3/2 (5.33)

Ïîäâåäÿ èòîãè, ìîæíî óêàçàòü îñîáåííîñòè òðàíñëÿöèîííûõ è âðàùàþùèõñÿ
ñïèðàëüíûõ âîëí â âîçáóäèìîé ñðåäå, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ õàðàêòåðíûìè ÷åðòàìè
ïîëó÷åííûìè â òåîðèè ñâîáîäíîé ãðàíèöû [55, 57, 77]:

• Ñóùåñòâóåò J/C-ãðàíèöà, ìíîæåñòâî êîðàçìåðíîñòè 1 â ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ ñðåäû, íà êîòîðîì ñóùåñòâóþò, òðàíñëÿöèîííûå âîëíû
�ëîãàðèôìè÷åñêîé ôîðìû� (ëîãàðèôìè÷åñêèå âîëíû/critical fingers).

• Ïî îäíó ñòîðîíó îò J/C-ãðàíèöû, ñóùåñòâóþò òîëüêî ñïèðàëüíûå, íî íå
òðàíñëÿöèÿ âîëíû.

• Ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò íåå íå ñóùåñòâóåò ñïèðàëüíûõ âîëí, íî ñóùåñòâóþò
òðàíñëÿöèîííûå (âûïóêëûå âîëíû/retracting waves). Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìà
âûïóêëûõ/retracting âîëí ëèíåéíàÿ.
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• Ãëîáàëüíàÿ ñêîðîñòü ðîñòà êîí÷èêà, òî åñòü ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè êîí÷èêà íà
íàïðàâëåíèå ôðîíòà âäàëè îò êîí÷èêà, äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé âîëíû/critical fin-
gers ðàâíà íóëþ.

• Ãëîáàëüíàÿ ñêîðîñòü ðîñòà âûïóêëûõ/retracting âîëí óìåíüøàåòñÿ ñ
ðàññòîÿíèåì δ äî J/C-ãðàíèöû â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå êàê ∝ δ1/2.

• Ñ äðóãîé ñòîðîíû îò J/C-ãðàíèöû, ÷àñòîòà âðàùåíèÿ ñïèðàëüíûõ âîëí
óìåíüøàåòñÿ ñ δ êàê ∝ δ3/2.

Â ðàçäåëå 3.4, îêðåñòíîñòü ëèíèè ε = 0 ðàññìàòðèâàëàñü, â ïðåäïîëîæåíèè |γ| ∼ 1.
Ýòî I/V -ãðàíèöà íà äèàãðàììå ðèñ. 5.6. Ñâîéñòâà ñïèðàëüíûõ è òðàíñëÿöèîííûõ
âîëí îêîëî ýòîé ãðàíèöû îòëè÷àþòñÿ îò òàêîâûõ îêîëî J/C-ãðàíèöû (ñì. ðàçäåë 3.4.2
îòíîñèòåëüíî ïîäðîáíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé), è íå èìååò àíàëîãîâ â òåîðèè
ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Ïîýòîìó îíè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íîâûå ïðåäñêàçàíèÿ
êèíåìàòè÷åñêîé òåîðèè.

Ïîñêîëüêó âûâîä êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ãëàâå 2 áûë îñíîâàí íà î÷åíü
îáùèõ ñîîáðàæåíèÿõ ñèììåòðèè è óñòîé÷èâîñòè, à òàêæå íà ïðåäïîëîæåíèÿõ
î ñóùåñòâîâàíèè íåêîòîðîãî òèïà ðåøåíèÿ, êîòîðîå íåïîñðåäñòâåííî íèêîãäà íå
ïðîâåðÿëîñü, âîïðîñ íàáëþäàåìîñòè I/V -ãðàíèöû â ðåàëüíîé ñèñòåìå ðåàêöèÿ-
äèôôóçèè íå î÷åâèäåí. ßñíî, îäíàêî, ÷òî, åñëè òàêîå ïîâåäåíèå óäàñòñÿ íàáëþäàòü,
òî íå â ñèñòåìå òèïà ÔèòöÕüþ-Íàãóìî ñ äèñïðîïîðöèåé âðåìåí âîçáóæäåíèÿ è
ðåôðàêòåðíîñòè, ñ èìïóëüñàìè, èìåþùèìè êðóòûå ïåðåäíèå è çàäíèå ôðîíòû, òàê
êàê òàêèå ñèñòåìû îõâàòûâàþòñÿ òåîðèåé ñâîáîäíîé ãðàíèöû. È òàê êàê áîëüøèíñòâî
õîðîøî èçó÷åííûõ ìîäåëåé âîçáóäèìûõ ñèñòåì ïðèíàäëåæàò ê ýòîìó êëàññó, ýòî
ìîæåò îáúÿñíÿòü, ïî÷åìó òàêîå ïîâåäåíèå ïîêà íå íàáëþäàëîñü. Àëüòåðíàòèâíûå
ïðèìåðû âîçáóäèìûõ ñèñòåì òàêæå èçâåñòíû. Ïðîñòàÿ òðåõêîìïîíåíòíàÿ âîçáóäèìàÿ
ñèñòåìà ñ êðóòûì ïåðåäíèì, íî ãëàäêèì çàäíèì ôðîíòîì áûëà ïðåäëîæåíà åùå
â 1972 [78]. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî â óðàâíåíèÿõ ñåðäå÷íîé âîçáóäèìîñòè âîçíèêàþò
èìïóëüñû âîçáóæäåíèÿ ñ êðóòûì ïåðåäíèì, íî íå çàäíèì ôðîíòîì. Òàêóþ ôîðìó
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èìåþò èìïóëüñû âîçáóæäåíèÿ â ìîäåëè Àëèåâà-Ïàíôèëîâà, íà êîòîðîé óäàëîñü
íàáëþäàòü õàðàêòåðíóþ äëÿ I/V -ãðàíèöû àñèìïòîòèêó (ñì. ðàçäåë 5.3).

5.2 Ñðàâíåíèå òðàäèöèîííîé è íîâîé êèíåìàòèêè.

Â ðàçäåëå 2.1 ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êàê äëÿ ëèíèè ôðîíòà
âîëíû âîçáóæäåíèÿ, òàê è äëÿ åå êîí÷èêà, ïðè ïîìîùè åäèíîé ïðîöåäóðû
òåîðèè âîçìóùåíèé è èñïîëüçóÿ òîëüêî ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàëîñòè êðèâèçíû
ôðîíòà è áëèçîñòè ê ìíîãîîáðàçèþ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé â âèäå ïîëóâîëí â
ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåì. Ýòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëó÷åíû çäåñü
âïåðâûå. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ, îïðåäåëÿåìûõ ñâîéñòâàìè
ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà íà ýòèõ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèÿõ.

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü íàøè ðåçóëüòàòû ñ òðàäèöèîííîé êèíåìàòè÷åñêîé
òåîðèåé [1, 2], ïîñòðîåííîé ÷àñòè÷íî íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîãî, à ÷àñòè÷íî
ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ. Òðàäèöèîííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîí÷èêà
(1.15), (1.17) íå ñîâïàäàþò è íå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íàøèõ íîâûõ
óðàâíåíèé (2.33), ïîñêîëüêó (1.17) èìååò äðóãóþ ôóíêöèîíàëüíóþ ôîðìó. Îäíàêî,
åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ñòàöèîíàðíûìè ðåøåíèÿìè, èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
÷àñòíûé ñëó÷àé. Íàñêîëüêî îí ñïåöèàëüíûé? Îòâåòèì íà ýòîò âîïðîñ â òåðìèíàõ
îòíîñèòåëüíîé êîðàçìåðíîñòè, òî åñòü ÷èñëà äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ
ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýòîò ñëó÷àé. Åñëè èñêàòü óñëîâèÿ,
êîãäà ðåøåíèÿ â âèäå ñïèðàëüíûõ âîëí èäåíòè÷íû, òî òðåáóåòñÿ åäèíñòâåííîå
äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (3.126), è â ýòîì ñìûñëå, òðàäèöèîííûé ïîäõîä èìååò
îòíîñèòåëüíóþ êîðàçìåðíîñòü îäèí. Îäíàêî, êàê áûëî îòìå÷åíî â ðàçäåëå 3.4.3, îíî
îáåñïå÷èâàåò òîëüêî ôîðìàëüíîå ñîîòâåòñòâèå ðåøåíèé, è äàæå ìàëûå ïàðàìåòðû â
ýòèõ ðåøåíèÿõ èìåþò ðàçëè÷íûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

Âîçìîæíà è äðóãàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âîïðîñà î êîðàçìåðíîñòè, êîãäà íàñ èíòåðåñóåò
óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ óðàâíåíèé, à íå ðåøåíèé. ×òîáû óâèäåòü ýòè óñëîâèÿ, ìû
ïðè âûâîäå (2.33) ñîõðàíèëè áîëüøå ÷ëåíîâ, ÷åì ýòî äåéñòâèòåëüíî òðåáîâàëîñü;
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è íåêîòîðûå ÷ëåíû íå èãðàëè íèêàêîé ðîëè èç-çà èõ äîïîëíèòåëüíîé ìàëîñòè,
îáóñëîâëåííîé ìåäëåííîñòüþ èçìåíåíèÿ êðèâèçíû âäîëü ôðîíòà, íå ó÷òåííîé àíçàöåì
(2.20). Ðàññìîòðèì òåïåðü ìèíèìàëüíóþ �îáðåçàííóþ� ñèñòåìó, óäîâëåòâîðÿþùóþ
ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1. îíà ñîäåðæèò âñå ÷ëåíû, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ óíèâåðñàëüíîãî ðåøåíèÿ
ðàçäåëà 3.4.2;

2. îíà ñîäåðæèò âñå ÷ëåíû, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ �íåïðîðàñòàþùåãî�
ðåøåíèÿ ðàçäåëà 3.4.3, ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíîãî �òðàäèöèîííûì� ñïèðàëüíûì
âîëíàì;

3. îíà ñîäåðæèò âñå ÷ëåíû, íåîáõîäèìûå äëÿ òîãî, ÷òîáû �òðàäèöèîííûå�
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîí÷èêà (1.15), (1.18) îêàçàëèñü åå ÷àñòíûì ñëó÷àåì.

Ýòà ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä (ìû îïóñêàåì ñèìâîëû O ())

0 = ελ0 + (D − λ2)K
′ + (g∗ + εµ0 − λ1)K + (µ1 − λ3)K

2

ω = ελ0 − λ1K − λ2K
′ − λ3K

2

G = g∗ + εµ0 + µ1K (5.34)

Òåïåðü, ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, îïðåäåëåííûé ñëåäóþùèìè ïÿòüþ óñëîâèÿìè

g∗ = 0, λ0 = 0, λ1 = 0, λ2 = D, λ3 = 0 (5.35)

è ïåðåîáîçíà÷èì ïàðàìåòðû

Kc = −εµ0/µ1, γ = −µ1 (5.36)

Òîãäà ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà ïðèìåò âèä

0 = Kc −K(0), ω = −DK ′(0), G = γ(Kc −K(0)) (5.37)

ñîâïàäàþùèé ñ (1.18), (2.6), (1.15).
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Òàêèì îáðàçîì, â òåðìèíàõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, òðàäèöèîííûé ñëó÷àé èìååò
íàìíîãî áîëåå âûñîêóþ êîðàçìåðíîñòü ïÿòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, â òî âðåìÿ êàê èìååòñÿ
íåêàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî ÷òî â êîíêðåòíîé ñèñòåìå óñëîâèÿ (3.126) îêàæóòñÿ âûïîëíåíû
ñ ðàçóìíîé òî÷íîñòüþ, è ñòàöèîíàðíàÿ ñïèðàëüíàÿ âîëíà áóäåò èìåòü ñâîéñòâà,
ïðåäñêàçûâàåìûå òðàäèöèîííûìè óðàâíåíèÿìè, èìååòñÿ íàìíîãî ìåíüøàÿ íàäåæäà,
÷òî ïÿòü óñëîâèé (5.35) áóäóò ckexfqyj âûïîëíåíû îäíîâðåìåííî, äàæå ïðèáëèæåííî.
Òàê ÷òî äëÿ ïðèìåíèìîñòè òðàäèöèîííûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìû ñïåöèàëüíûå
óñëîâèÿ òèïà íàëè÷èÿ ðåçêîãî ïåðåäíåãî è çàäíåãî ôðîíòîâ. Ïðèìåíèìîñòü æå ýòèõ
óðàâíåíèé äëÿ íåóñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ åùå áîëåå îãðàíè÷åíà, òàê êàê â ýòîì
ñëó÷àå, �òðàäèöèîííûå� óðàâíåíèÿ íå ñîîòâåòñòâóþò íîâûì.

5.3 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñâîáîäíûõ ñïèðàëåé.

5.3.1 Ââåäåíèå: ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âûáîð îáúåêòà

èññëåäîâàíèÿ.

Âîïðîñ î òîì, êàêàÿ èç êèíåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (êëàññè÷åñêàÿ [1, 2] èëè îïèñàííàÿ â
ðàçäåëå 2.1), ëó÷øå îïèñûâàåò àâòîâîëíû â èññëåäóåìîé ñðåäå ìîæåò áûòü ðåøåí ïðè
ïîìîùè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Áîëåå òî÷íî, ïîñêîëüêó ïîñòðîåííàÿ íàìè ìîäåëü,
êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 5.2, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé, òî âîïðîñ ìîæíî
ïîñòàâèòü òàê:

Âáëèçè êàêîãî ó÷àñòêà ãðàíèöû îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ñïèðàëüíûõ

âîëí (â òåðìèíîëîãèè ðàçäåëà 5.1.5) J/C, áëèçêîé ïî ñâîéñòâàì

ê êëàññè÷åñêîé òåîðèè èëè I/V , îáëàäàþùåé íîâûìè ñâîéñòâàìè

â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàõîäèòñÿ òî÷êà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ

êîíêðåòíóþ ÐÄ-ñèñòåìó?

Âñþ ãðàíèöó â öåëîì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ïî àíàëîãèè ñ Âèíôðè ãðàíèöåé
ðîòîðîâ (∂R).
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Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ìîäåëåé âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì èõ ñâîéñòâîì, êîòîðîå
áûëî ïîëó÷åíî â ðàçäåëå 5.1: àñèìïòîòèêè ïåðèîäà T è ðàäèóñà ÿäðà R ñïèðàëüíîé
âîëíû ïî ïàðàìåòðó δ, îïðåäåëÿþùåìó óêëîíåíèå ñðåäû â ïàðàìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå îò ìíîãîîáðàçèÿ ∂R èìåþò âèä

T = T0δ
n; R = R0δ

n (5.38)

Çäåñü T0, R0 � êîíñòàíòû â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî δ, à n = −1.5 â êëàññèêå èëè n = −1

â íîâîé ìîäåëè.
Åñëè ïðîôèëü èìïóëüñà âîçáóæäåíèÿ èìååò ðåçêèå ïåðåäíèé è çàäíèé ôðîíòû,

òî ïðèìåíèì ìåòîä ñâîáîäíîé ãðàíèöû [3], à îí, êàê áûëî óêàçàíî â ðàçäåëå 5.1.5,
ýêâèâàëåíòåí îïèñûâàåìîìó êèíåìàòè÷åñêîìó ïîäõîäó íà ó÷àñòêå ãðàíèöû J/C

(êëàññè÷åñêàÿ êèíåìàòèêà). Ïîýòîìó, ñóùåñòâåííî íåêëàññè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìîæåò
äåìîíñòðèðîâàòü òîëüêî ìîäåëü, â êîòîðîé õîòÿ áû îäèí èç ôðîíòîâ �
ïëàâíûé. Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, ìîäåëü Àëèåâà-Ïàíôèëîâà (1.11),
äåìîíñòðèðóþùàÿ êà÷åñòâåííûå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè âîçáóæäåíèÿ â ñåðäå÷íîé
ìûøöå. Èìåííî îíà áûëà âûáðàíà äëÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïðèìåðû ïðîôèëÿ
èìïóëüñà âîçáóæäåíèÿ è ôîðìû ñïèðàëüíîé âîëíû â ýòîé ìîäåëè ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñóíêå 5.7.

5.3.2 Ìåòîäèêà, ïàðàìåòðû è ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ.

Áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè, âçÿòûìè
òàê, ÷òîáû â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îíè ïðèáëèæàëèñü ê ãðàíèöå ðîòîðîâ,
÷òî îïðåäåëÿëîñü ïî ðîñòó ïåðèîäà âðàùåíèÿ è ðàäèóñà ÿäðà ñïèðàëè. Ïðè ýòîì
ïàðàìåòðû âûáèðàëèñü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü âûøå óêàçàííîå óñëîâèå ïëàâíîñòè
ôðîíòîâ.

Äëÿ êàæäîé ñðåäû ïðîâîäèëèñü îäíîìåðíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ñêîðîñòè ïëîñêîé âîëíû è äâóìåðíûé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñïèðàëüíîé âîëíû
(ïåðèîäà è ðàäèóñà ÿäðà) â ýòîé ñðåäå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè â îäíîìåðíîé ñðåäå
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Ðèñ. 5.7: Ñëåâà: ïðîôèëü èìïóëüñà âîçáóæäåíèÿ â ìîäåëè Àëèåâà-Ïàíôèëîâà, ò.å. çàâèñèìîñòü

ïåðåìåííîé u îò âðåìåíè â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå (0,0) ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç íåå èìïóëüñà. Ñïðàâà:

ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåííîé u â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè äëÿ ñïèðàëüíîé

âîëíû â òîé æå ìîäåëè. Áîëåå òåìíûå ó÷àñòêè îòâå÷àþò òî÷êàì ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì u. Ïàðàìåòðû

ìîäåëè: k = 1, ε0 = 0.01, µ1 = 0.1, µ2 = 0.01; (a) a = 0.085; (b) a = 0.100; (c) a = 0.130.
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èçìåðÿëîñü âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ èìïóëüñà ìåæäó äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè òî÷êàìè
ñðåäû.

Â äâóìåðíîì ýêñïåðèìåíòå ðåãèñòðèðîâàëèñü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé u â òî÷êå (0,0)
è êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ èçîëèíèé u = 0.5, v = 0.2 íà êàæäîì øàãå ïî
âðåìåíè. Äàííûå ðåãèñòðàöèè çàíîñèëèñü â ôàéëû è, ïðè ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêå, ïî
íèì áûëè âû÷èñëåíû ïåðèîä T ñïèðàëüíîé âîëíû è ðàäèóñ ÿäðàR. Ðàäèóñ âû÷èñëÿëñÿ
ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ öåíòðà ÿäðà, áûëî âçÿòî ñðåäíåå çíà÷åíèå
êîîðäèíàò êîí÷èêà çà îäèí îáîðîò, à çàòåì ðàäèóñ áûë âû÷èñëåí, êàê ñðåäíåå
ðàññòîÿíèå îò ýòîãî öåíòðà äî êîí÷èêà çà âñå âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà. Äèñïåðñèÿ ýòîãî
ðàññòîÿíèÿ áûëà ïðèíÿòà çà ìåðó òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà (òî÷íåå â òàáëèöàõ â
ãðàôå ∆R ïðèâîäèòñÿ êîðåíü èç äèñïåðñèè, óìíîæåííûé íà 3). Ïåðèîä îïðåäåëÿëñÿ
êàê ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòàìè, â êîòîðûå
ïåðåìåííàÿ u â òî÷êå (0,0) ïðèíèìàëà îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Ïðè÷åì, ïîñêîëüêó
äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîé öèðêóëÿöèè ñïèðàëüíîé âîëíû â ñðåäå íåîáõîäèìî
íåêîòîðîå âðåìÿ, òî ïðè èçìåðåíèè ïåðèîäà íàäî äîæäàòüñÿ, êîãäà ðåçóëüòàòû
åãî ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçìåðåíèé ñëàáî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Â êà÷åñòâå
ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ ïåðèîäà áûëà ïðèíÿòà ðàçíîñòü ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè
åãî èçìåðåíèÿìè.

Âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ øàã ïî âðåìåíè áûë ðàâåí 0.03, à ïî ïðîñòðàíñòâó 0.5.
Íåêîòîðûå ïàðàìåòðû ìîäåëè (1.11) áûëè ôèêñèðîâàíû:

k = 1, ε0 = 0.01, µ1 = 0.1, µ2 = 0.01, (5.39)

à ïàðàìåòð a èçìåíÿëñÿ. Åãî çíà÷åíèÿ è êîëè÷åñòâî òî÷åê ñðåäû â êàæäîì èç äâóõ
íàïðàâëåíèé (N) ïðèâåäåíû â òàáëèöå 5.1 âìåñòå ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ. Â
äâóõ ïîñëåäíèõ ñòðîêàõ òàáëèöû ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòàû ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì
a í ïðè ðàçíûõ ðàçìåðàõ ñåòêè. Ýòî ñäåëàíî äëÿ äåìîíñòðàöèè íåçàâèñèìîñòè
ðåçóëüòàòîâ îò ðàçìåðà ñðåäû. Â äàëüíåéøåì àíàëèçå èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû
ïîëó÷åííûå íà ñåòêå ñ N = 500.

Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû ïðåäñòàâëåí ïàðàìåòð R/(TV∗), êîòîðûé â ïðåäåëàõ
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Òàáëèöà 5.1: Ïàðàìåòðû è ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ìîäåëè Àëèåâà-Ïàíôèëîâà.
a N V∗ T δT R δR R/(TV∗)

0.0850 170 0.5484 153.349 3.6200 8.8406 0.5228 0.1051
0.0900 170 0.5396 167.478 2.1440 9.2139 0.5000 0.1020
0.0950 170 0.5306 182.396 1.1453 9.8114 0.5000 0.1014
0.1000 170 0.5215 201.681 0.6328 10.6665 0.5000 0.1014
0.1050 200 0.5123 226.962 0.3833 11.8702 0.5000 0.1021
0.1100 200 0.5028 260.811 0.2652 13.5703 0.5000 0.1035
0.1150 200 0.4931 307.328 0.1906 16.0051 0.5000 0.1056
0.1200 200 0.4831 368.568 0.7880 19.3866 1.3921 0.1089
0.1250 300 0.4728 472.501 0.0660 25.1019 0.5000 0.1124
0.1300 500 0.4620 631.453 0.0300 34.0659 0.5000 0.1168
0.1300 300 0.4620 628.744 0.2164 33.9955 0.6146 0.1170

ïðèìåíèìîñòè êèíåìàòè÷åñêîé òåîðèè çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ äî ãðàíèöû ðîòîðîâ
ëèíåéíî. Åãî ãðàôèê, ïîëó÷åííûé â äàííîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ, ïðåäñòàâëåí íà
ðèñóíêå 5.8

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðèáëèçèòåëüíî ëèíåéíûì ðîñò ïàðàìåòðà R/(TV∗)

ÿâëÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè a â äèàïàçîíå îò a = 0.100 äî a = 0.130. Ïîýòîìó
äàëüíåéøèé àíàëèç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ áûë ïðîâåäåí èìåííî äëÿ ýòîãî
èíòåðâàëà ýíà÷åíèé ïàðàìåòðà a.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïåðèîäà âðàùåíèÿ è ðàäèóñà ñïèðàëüíîé
âîëíû, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå 5.1 ôèòèðîâàëèñü ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû GNUPLOT
êðèâûìè

y = C(a− a0)
n (5.40)

ïðè n = −1 è ïðè n = −1.5. Çäåñü y � ýòî T èëè R, à ïàðàìåòðû C è a0 ïîäáèðàëèñü ïðè
ôèòèðîâàíèè. Êðîìå òîãî, âûïîëíÿëîñü ôèòèðîâàíèå òåìè æå êðèâûìè áåç ôèêñàöèè
ïàðàìåòðà n (òî åñòü n òàêæå ïîäáèðàëñÿ ïðè ôèòèðîâàíèè).
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Ðèñ. 5.8: Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà R/(TV∗) îò ðàññòîÿíèÿ äî ãðàíèöû ðîòîðîâ, ïîëó÷åííàÿ â

÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ñ ìîäåëüþ Àëèåâà-Ïàíôèëîâà.

Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 5.2 è íà ðèñóíêå 5.9.
Â òàáëèöå â ïåðâîé ãðàôå óêàçàíî, êàêàÿ âåëè÷èíà ïîíèìàåòñÿ â äàííîé ñòðîêå

ïîä y â óðàâíåíèè (5.40)), â ïîñëåäíåé ãðàôå äàíà ñóììà êâàäðàòîâ óêëîíåíèé,
äîñòèãíóòàÿ â êîíöå ðàáîòû àëãîðèòìà ôèòèðîâàíèÿ. Ñìûñë îñòàëüíûõ ãðàô ÿñåí
èç ïîäïèñåé. Â òðåòüåé è øåñòîé ñòðîêàõ ïîìåùåíû ðåçóëüòàòû ôèòèðîâàíèÿ áåç
ôèêñàöèè ïàðàìåòðà n.

Òàêèì îáðàçîì, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ â äàííîì ñëó÷àå
ëó÷øå îïèñûâàþòñÿ àñèìïòîòèêîé, ñîîòâåòñòâóþùåé îáîáùåííîé òåîðèè (ó÷àñòêó
I/V ãðàíèöû ðîòîðîâ íà äèàãðàììå 5.6).

5.3.3 Ýêñïåðèìåíòû ñ ìîäåëüþ ÔèòöÕüþ-Íàãóìî.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ñèñòåìû ñ êëàññè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûé
ýêñïåðèìåíò ñ êóáè÷íîé ìîäåëüþ ÔèòöÕüþ-Íàãóìî (1.8). Ïðèìåðû ïðîôèëÿ
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Ðèñ. 5.9: Ðåçóëüòàòû ôèòèðîâàíèÿ êðèâûìè (5.40). (a) Ïåðèîä T (a) ïðè n = −1. (b) Ðàäèóñ

ÿäðà R(a) ïðè n = −1. (c) Ïåðèîä T (a) ïðè n = −1.5. (d) Ðàäèóñ ÿäðà R(a) ïðè n = −1.5. (e)

Ïåðèîä T (a) áåç ôèêñàöèè ïàðàìåòðà n. (f ) Ðàäèóñ ÿäðà R(a) áåç ôèêñàöèè ïàðàìåòðà n. Íà âñåõ

ðèñóíêàõ êðåñòèêè ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, à ñïëîøíûå ëèíèè � ðåçóëüòàòû

ôèòèðîâàíèÿ. Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàíû òàêæå èõ ïîãðåøíîñòè.
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Òàáëèöà 5.2: Ðåçóëüòàòû ôèòèðîâàíèÿ.
y n C a0 ñóììà êâàäðàòîâ
T −1 8.92± 0.08 0.1441± 0.0002 35.99
T −1.5 2.48± 0.08 0.1551± 0.0007 264.323
T −1.07± 0.05 7± 1 0.146± 0.001 23.3092
R −1 0.457± 0.004 0.1434± 0.0002 0.1305
R −1.5 0.125± 0.005 0.1539± 0.0008 1.1963
R −1.01± 0.06 0.44± 0.07 0.144± 0.001 0.1286

èìïóëüñà âîçáóæäåíèÿ è ôîðìû ñïèðàëüíîé âîëíû â ýòîé ìîäåëè ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñóíêå 5.10.
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Ðèñ. 5.10: Ïðîôèëü èìïóëüñà âîçáóæäåíèÿ è ñïèðàëüíàÿ âîëíà â ìîäåëè ÔèòöÕüþ-Íàãóìî.

Àíàëîãè÷íî ðèñóíêó 5.7. Ïàðàìåòðû ìîäåëè: β = 0.75, γ = 0.5, ε = 0.315.

Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ ïðè ïîìîùè òîé æå ïðîãðàììû QUI. Øàãè ïî âðåìåííîé
ïåðåìåííîé áûë ñíîâà âûáðàí ðàâíûì 0.03, à ïî ïðîñòðàíñòâåííûì 0.5. Áûëè
ôèêñèðîâàíû ïàðàìåòðû β = 0.75, γ = 0.5. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ε, ðàçìåðû ñåòêè è
ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìíòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 5.3, ñòðóêòóðà êîòîðîé àíàëîãè÷íà
òàáëèöå 5.1.

Çäåñü ïàðàìåòð R/(TV∗) èçìåíÿåòñÿ ëèíåéíî âî âñåì ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíå.
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Òàáëèöà 5.3: Ïàðàìåòðû è ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ìîäåëè ÔèòöÕüþ-Íàãóìî.
ε N V∗ T δT R δR R/(TV∗)

0.300 100 1.7385 19.92 0.03 3.1 0.5 0.0906
0.305 100 1.7165 23.74 0.03 3.9 0.5 0.0949
0.310 150 1.6945 28.11 0.03 4.7 0.5 0.0994
0.315 150 1.6707 33.82 0.03 5.9 0.5 0.1039
0.320 150 1.6498 41.37 0.03 7.4 0.5 0.1084
0.325 200 1.6268 51.68 0.03 9.5 0.5 0.1132
0.330 200 1.6030 66.38 0.03 12.6 0.5 0.1183
0.335 250 1.5796 88.55 0.03 17.3 0.5 0.1236
0.340 300 1.5552 124.65 0.03 25.1 0.5 0.1293
0.345 300 1.5334 190.44 0.03 39.5 0.5 0.1351

Ðåçóëüòàòû ôèòèðîâàíèÿ êðèâûìè (5.40) (â ýòîì óðàâíåíèè òåïåðü ïåðåìåííóþ a

ñëåäóåò çàìåíèòü íà ε) ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 5.4 è íà ðèñóíêå 5.11.

Òàáëèöà 5.4: Ðåçóëüòàòû ôèòèðîâàíèÿ äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìîäåëüþ ÔèòöÕüþ-
Íàãóìî.
y n C ε0 ñóììà êâàäðàòîâ
T −1 1.44± 0.09 0.3524± 0.0006 294.8510
T −1.5 0.328± 0.009 0.3593± 0.0003 30.3923
T −1.90± 0.03 0.113± 0.009 0.146± 0.001 0.6379
R −1 0.26± 0.02 0.3515± 0.0007 20.1507
R −1.5 0.056± 0.003 0.3576± 0.0005 3.9849
R −2.31± 0.06 0.0067± 0.0009 0.3683± 0.0008 0.0576

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ëó÷øå îïèñûâàþòñÿ
àñèìïòîòèêîé, ñîîòâåòñòâóþùåé êëàññè÷åñêîé òåîðèè (ó÷àñòêó J/C ãðàíèöû ðîòîðîâ
íà äèàãðàììå 5.6).
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Ðèñ. 5.11: Ðåçóëüòàòû ôèòèðîâàíèÿ êðèâûìè (5.40) ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìîäåëüþ

ÔèòöÕüþ-Íàãóìî. (a) Ïåðèîä T (a) ïðè n = −1. (b) Ðàäèóñ ÿäðà R(a) ïðè n = −1. (c) Ïåðèîä T (a) ïðè

n = −1.5. (d) Ðàäèóñ ÿäðà R(a) ïðè n = −1.5. (e) Ïåðèîä T (a) áåç ôèêñàöèè ïàðàìåòðà n. (f ) Ðàäèóñ

ÿäðà R(a) áåç ôèêñàöèè ïàðàìåòðà n. Íà âñåõ ðèñóíêàõ êðåñòèêè ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå

ðåçóëüòàòû, à ñïëîøíûå ëèíèè � ðåçóëüòàòû ôèòèðîâàíèÿ. Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ

ïîêàçàíû òàêæå èõ ïîãðåøíîñòè.
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5.3.4 Îáñóæäåíèå.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ãëàâå 2 îáîáùåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿëà áû
÷èñòî òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ, åñëè áû íå óäàëîñü óêàçàòü âîçáóäèìûõ ñðåäàõ, äëÿ
êîòîðûõ ïðèìåíèìà ýòà îáîáùåííàÿ òåîðèÿ, íî íå ïðèìåíèì åå ÷àñòíûé ñëó÷àé �
êëàññè÷åñêàÿ êèíåìàòèêà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïîâåäåíèå õàðàêòåðèñòèê
ìîäåëüíîé ñðåäû Àëèåâà-Ïàíôèëîâà õîðîøî îïèñûâàåòñÿ èìåííî îáîáùåííîé, à íå
êëàññè÷åñêîé òåîðèåé.

Áîëåå òîãî, î÷åð÷åíû ðàìêè ïðèìåíèìîñòè êëàññè÷åñêîé êèíåìàòèêè: îíè
îãðàíè÷åíû ñðåäàìè, â êîòîðûõ àâòîâîëíîâîé èìïóëüñ èìååò ðåçêèé ïåðåäíèé è
çàäíèé ôðîíòû. Ýòîò âûâîä ñëåäóåò èç ïðèìåíèìîñòè ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ìåòîäà
ñâîáîäíîé ãðàíèöû è ýêâèâàëåíòíîñòè ýòîãî ìåòîäà ñ êëàññè÷åñêîé êèíåìàòèêîé.

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî îäèí èç âàæíåéøèõ â áèîôèçèêå ïðèìåðîâ âîçáóäèìûõ
ñðåä � ñåðäå÷íàÿ ìûøöà � íå óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííîìó óñëîâèþ: àâòîâîëíà â
òàêîé ñðåäå èìååò ïëàâíûé çàäíèé ôðîíò. Ôîðìà èìïóëüñà â ñåðäå÷íîé òêàíè
õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ Àëèåâà-Ïàíôèëîâà, äëÿ êîòîðîé êàê ðàç íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííîé êèíåìàòèêè. Òàêèì îáðàçîì ðàíåå îáùåïðèíÿòîå
ìîäåëèðîâàíèå ñåðäå÷íîé òêàíè ïðè ïîìîùè ìîäåëè ÔèòöÕüþ-Íàãóìî îêàçàëîñü íå
âïîëíå êîððåêòíûì.

5.4 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äðåéôà íà

ñòóïåí÷àòîé íåîäíîðîäíîñòè.

Ìû ñðàâíèëè ïðåäñêàçàíèÿ ðàçäåëà 4 ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿì
äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ñèñòåìû ÔèòöÕüþ-Íàãóìî (1.9) c ïàðàìåòðàìè g1 = g2 = 1,
a0 = −4.0, a1 = 0.98, a2 = −15, u1 = 0.018 è ñòóïåíüêîîáðàçíîé íåîäíîðîäíîñòüþ
ïàðàìåòðîâ ε1 îò 3.0 (ñëåâà) äî 1.68 (ñïðàâà), ε2 îò 0.1 äî 0.06 è ε3 îò 3.0 äî 1.5.
Ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû QUI äëÿ ñðåäû ðàçìåðîì 30 ×

30 ñ øàãàìè 0.05 ïî âðåìåíè è 0.8 ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ðåçóëüòàòû
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ìîäåëèðîâàíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 5.12.
Â ñîãëàñèè ñ àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèåé, (i) çàìåòíûé äðåéô ïðîèñõîäèò òîëüêî,

êîãäà ÿäðî ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòåé íåîäíîðîäíîñòè, è ïðè ýòîì (ii) àáñîëþòíîå
çíà÷åíèå ñêîðîñòè èçìåíÿåòñÿ, íî (iii) íàïðàâëåíèå äðåéôà ñîõðàíÿåòñÿ.
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Ðèñ. 5.12: (a) Òðàåêòîðèÿ êîí÷èêà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è öåíòðà âðàùåíèÿ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)

ñïèðàëüíîé âîëíû, â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ñ íåîäíîðîäíîñòüþ â âèäå ñòóïåíüêè â ñèñòåìå

ÔèòöÕüþ-Íàãóìî (1.9). Âåðòèêàëüíûé ïóíêòèð � ãðàíèöà îáëàñòåé. Êîîðäèíàòû öåíòðà âðàùåíèÿ

îïðåäåëÿëèñü êàê êîîðäèíàòû êîí÷èêà, óñðåäíåííûå ïî ïåðèîäó âðàùåíèÿ. (b), (c) x- è y-êîîðäèíàòû

êîí÷èêà è öåíòðà, êàê ôóíêöèè âðåìåíè.
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Ãëàâà 6

Ïðÿìîé ñêðó÷åííûé ñâèòîê.

6.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

Ïðîñòåéøèì òðåõìåðíûì îáîáùåíèåì ïëîñêîé ñïèðàëüíîé âîëíû ÿâëÿåòñÿ ñâèòîê,
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé êàê áû ïðîäîëæåíèå ñïèðàëüíîé âîëíû âäîëü ïðÿìîé
îðòîãîíàëüíîé åå ïëîñêîñòè. Âðàùåíèå òåïåðü ïðîèñõîäèò íå âîêðóã òî÷êè, à âîêðóã
ïðÿìîé � íèòè ñâèòêà. Èçó÷åíèå òàêèõ ñâèòêîâ ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé çàäà÷åé, òàê
êàê ïîëíîñòüþ ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ñïèðàëüíîé âîëíû íà ïëîñêîñòè. Äàëüíåéøèìè
îáîáùåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñâèòêè ñ èñêðèâëåííîé íèòüþ è ñâèòêè ñ èçìåíÿþùåéñÿ âäîëü
íèòè ôàçîé âðàùåíèÿ � ñêðó÷åííûå ñâèòêè. Ïðîèçâîäíàÿ ôàçû âðàùåíèÿ âäîëü íèòè
íàçûâàåòñÿ ñêðó÷åííîñòüþ èëè òâèñòîì. Â äàííîé ãëàâå ìû â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî
ïðèìåðà íåòðèâèàëüíîé òðåõìåðíîé çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåì ñêðó÷åííûé ñâèòîê ñ
ïðÿìîé íèòüþ è ïîñòîÿííûì òâèñòîì. Äëÿ íåãî óäàåòñÿ â íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî
îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîëó÷èòü ôîðìóëû, âûðàæàþùèå çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ è ðàäèóñà âðàùåíèÿ îò òâèñòà. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ òðåõìåðíîãî
îáîáùåíèÿ êèíåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà (ðàçäåë 2.3) ïóòåì ñâåäåíèÿ åå ê äâóìåðíîé äëÿ
ñå÷åíèÿ ñâèòêà ïëîñêîñòüþ, îðòîãîíàëüíîé åãî íèòè.
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6.2 Ãåîìåòðèÿ ôðîíòà.

Áóäåì çàäàâàòü ïîâåðõíîñòü ôðîíòà ïðÿìîãî ñêðó÷åíîãî ñâèòêà ñ òâèñòîì γ

ïàðàìåòðè÷åñêè ÷åðåç ïàðàìåòðû φ è z â äåêàðòîâûõ êîðäèíàòàõ:

x = ρ(φ− ωt− γz) cosφ; y = ρ(φ− ωt− γz) sinφ; z = z (6.1)

ãäå ρ(φ) � íåêòîðàÿ ïëîñêàÿ ëèíèÿ ñîòâåòñòâóùàÿ ôðîíòó íà ïëîñêîñòè. Ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñâèòîê âðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è ïîðîæäàåò
ðàñõîäÿùèåñÿ âîëíû òàê ÷òî ïðè áîëüøèõ ρ:

ρ′ < 0 (6.2)

Ïðîèçâîäíûå ðàäèóñ-âåêòîðà ïîâåðõíîñòè ôðîíòà ïî ïàðàìåòðàì φ è z

(êàñàòåëüíûå âåêòîðû) è åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè â
íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìåþò âèä:

Rφ =


ρ′ cosφ− ρ sinφ

ρ′ sinφ+ ρ cosφ

0

 ; Rz =


−γρ′ cosφ

−γρ′ sinφ

1

 ; (6.3)

n = − sgn(ρ′)
[
ρ2 + ρ

′2 + γ2ρ2ρ
′2
]−1/2

·


ρ′ sinφ+ ρ cosφ

−ρ′ cosφ+ ρ sinφ

γρρ′

 . (6.4)

Êîåôôèöèåíòû ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷íûõ ôîðì è ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ
äëÿ ïîâåðõíîñòè (6.1) â îáîçíà÷åíèÿõ [79] èìåþò âèä:

E = ρ2 + ρ
′2; F = −γρ′2; G = γ2ρ

′2 + 1 (6.5)

L =
sgn(ρ′)

∆−1

(
ρ2 − ρρ

′′
+ 2ρ

′2
)

; M =
sgn(ρ′)

∆−1
γ

(
ρρ

′′ − ρ
′2
)

; N = −sgn(ρ′)

∆−1
γ2ρρ

′′

(6.6)

Γ1
11 = ∆−2ρ′

(
ρ+ ρ

′′
+ 2γ2ρρ

′2
)

; Γ2
11 = ∆−2γρρ′

(
ρ2 − ρρ

′′
+ 2ρ

′2
)

;

Γ1
12 = Γ1

21 = −∆−2γρ′
(
ρ+ ρ

′′
+ γ2ρρ

′2
)

; Γ1
22 = ∆−2γ2ρ′ρ

′′ (6.7)
Γ2

12 = Γ2
21 = ∆−2γ2ρρ′

(
ρρ

′′ − ρ
′2
)

; Γ2
22 = −∆−2γ3ρ2ρ′ρ

′′
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ãäå
∆2 ≡ EG− F 2 = ρ2 + ρ

′2 + γ2ρ2ρ
′2 (6.8)

Îòñþäà èìååì ñðåäíþþ êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî îíà
ïîëîæèòåëüíà äëÿ ôðîíòà, âûïóêëîãî â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ):

H = −1

2
sgn(ρ′)

(γ2ρ2 + 1)(ρ
′2 − ρρ

′′
) + (ρ2 + ρ

′2)

(ρ2 + ρ′2 + γ2ρ2ρ′2)3/2
(6.9)

Èç (6.1) è íàëè÷èÿ âèíòîâîé ñèìåòðèè çàäà÷è âèäíî, ÷òî ëèíèÿ îáðûâà ôðîíòà
èìååò ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå (ïàðàìåòð z):

x = ρ0 cos(ωt+ γz); y = ρ0 sin(ωt+ γz); z = z (6.10)

çäåñü ρ0 � ðàäèóñ ÿäðà ñâèòêà. Òàê ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ëèíèè îáðûâà ôðîíòà

κ =
γ2ρρ′ sgn(ρ′)

(γ2ρ2 + 1)1/2 (ρ2 + ρ′2 + γ2ρ2ρ′2)1/2
(6.11)

Åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé (6.10) ðàâåí

σ = (γ2ρ2 + 1)−1/2


−γρ0 sin(ωt+ γz)

γρ0 cos(ωt+ γz)

1

 . (6.12)

à åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ïîâåðõíîñòè ôðîíòà, îðòîãîíàëüíûé ëèíèè îáðûâà
è íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó îò îñè ñâèòêà ðàâåí

τ = sgn(ρ′)
[
(γ2ρ2 + 1)

(
ρ2 + ρ

′2 + γ2ρ2ρ
′2
)]−1/2


(γ2ρ2 + 1)ρ′ cosφ− ρ sinφ

(γ2ρ2 + 1)ρ′ sinφ+ ρ cosφ

−γρ2

 .

(6.13)
Ïîýòîìó âäîëü âåêòîðà τ èìååì:

dz/dφ = ρ(τez)/(τeφ) = −γρ2 (6.14)

ãäå ez è eφ � åäèíè÷íûå âåêòîðû â íàïðàâëåíèÿõ φ è z.
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Îáîçíî÷àÿ, êàê è â ðàçäåëå 2.3, íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé
îðòîãîíàëüíîé îáðûâó ôðîíòà ÷åðåç q, ïîëó÷èì îïåðàòîð ïðîèçâîäíîé âäîëü ýòîé
ãåîäåçè÷åñêîé, âçÿòûé â òî÷êå îáðûâà:

∂q =

(
dq

dφ

)−1
d

dφ
= sgn(ρ′)

[
ρ2 + (1− γzφ)

2ρ
′2 + z2

φ

]−1/2 d

dφ
(6.15)

= sgn(ρ′)
[
(γ2ρ2 + 1)

(
ρ2 + ρ

′2 + γ2ρ2ρ
′2
)]−1/2 d

dφ

Çíàÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ (6.7), âûïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé íà
ïîâåðõíîñòè (6.1) â âèäå z = z(φ):(

ρ2 + ρ
′2 + γ2ρ2ρ

′2
) d2z

dφ2
= (6.16)

= γ2ρ′ρ
′′
(

dz

dφ

)3

− γρ′
(
2ρ

′′
+ 2ρ+ 2γ2ρρ

′2 − γ2ρ2ρ
′′
) (

dz

dφ

)2

+ρ′
(
ρ

′′
+ ρ+ 4γ2ρρ

′2 − 2γ2ρ2ρ
′′
) dz

dφ
− γρρ′

(
ρ2 − ρρ

′′
+ 2

)
Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (6.14), äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé, îðòîãîíàëüíîé êðàþ â òî÷êå îáðûâà,

ïîëó÷èì:
d2z/dφ2 = −2γρρ′

(
γ2ρ2 + 1

) (6.17)

Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîð ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé r(φ) = R(φ, z(φ)). Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî
äëÿ åå êðèâèçíû K èìååì

r′ × r
′′

= −q3
φKσ (6.18)

Òàê ÷òî êðèâèçíà â òî÷êå îáðûâà ôðîíòà, ñ ó÷åòîì (6.14) è (6.17), ðàâíà:

K = − sgn(ρ
′
)
ρ2 + 2ρ

′2(γ2ρ2 + 1)− ρρ
′′
(γ2ρ2 + 1)2

(γ2ρ2 + 1) (ρ2 + ρ′2 + γ2ρ2ρ′2)3/2
(6.19)

Âû÷èñëèì òåïåðü ïðîèçâîäíûå âåêòîðîâ R è n ïî âðåìåíè â ïîëóãåîäåçè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò èç ðàçäåëà 2.3. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äî ñèõ ïîð
ïàðàìåòðèçàöèÿ ïî s áûëà ïðîèçâîëüíà. Âûáåðåì åå òåïåðü òàê, ÷òîáû âäîëü ëèíèè
îáðûâà s áûë íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì, ïðè÷åì â êà÷åñòâå íà÷àëà îòñ÷åòà âûáåðåì
òî÷êó z = 0. Ïóñòü âåñü ñâèòîê âðàùàåòñÿ êàê òâåðäîå òåëî ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω
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ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ (6.2)). Òîãäà ïðè òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè
èìååì:

Rt = ωρ


− sinφ

cosφ

0

 . (6.20)

nt = −ω sgn(ρ′)
(
ρ2 + ρ

′2 + γ2ρ2ρ
′2
)−1/2


ρ′ cosφ− ρ sinφ

ρ′ sinφ− ρ cosφ

0

 . (6.21)

Òàê ÷òî âåëè÷èíû V , G2 è J2 èç (2.58) ðàâíû (ïðè ýòîì ó÷òåíî, ÷òî íàïðàâëåíèå σ
íàäî âûáèðàòü òàê, ÷òîáû σ, τ , n îáðàçîâàëè ïðàâóþ òðîéêó):

V = Rtn =
ω sgn(ρ′)ρρ′

(ρ2 + ρ′2 + γ2ρ2ρ′2)1/2
(6.22)

G2 = Rtτ =
ω sgn(ρ′)ρ2

[(γ2ρ2 + 1) (ρ2 + ρ′2 + γ2ρ2ρ′2)]1/2
(6.23)

J2 = −ntτ =
ω

(γ2ρ2 + 1)1/2
(6.24)

Ïðè÷åì ôîðìóëà (6.22) ñïðàâåäëèâà âåçäå, à ôîðìóëû (6.23), (6.24) òîëüêî âäîëü
îáðûâà.

6.3 Ïîñòàíîâêà ïëîñêîé çàäà÷è

Ïîäñòàâëÿÿ (6.9) è (6.22) â (2.82), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ôðîíòà
ñêðó÷åííîãî ñâèòêà:

ω sgn(ρ′)ρρ′

(ρ2 + ρ′2 + γ2ρ2ρ′2)1/2
= V0 +D sgn(ρ′)

(ρ2 + ρ
′2) + (γ2ρ2 + 1)(ρ

′2 − ρρ
′′
)

(ρ2 + ρ′2 + γ2ρ2ρ′2)3/2
(6.25)

Òàê êàê ñðåäíÿÿ êðèâèçíà H ïîòðåáóåòñÿ íàì äàëåå äëÿ ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ (6.25), òî çàïèøåì åå áåç èñïîëüçîâàíèÿ ρ′′ . Äëÿ ýòîãî ïðîñòî
ïîäñòàâèì (6.22) â óðàâíåíèå (2.82):

H =
1

2D

[
V0 −

ω sgn(ρ′)ρρ′

(ρ2 + ρ′2 + γ2ρ2ρ′2)1/2

]
(6.26)
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Òåïåðü, èñïîëüçóÿ (6.15), âû÷èñëèì Hq:

Hq|q=0 = − ω

2D

ρ
′4 + ρ3ρ

′′

(ρ2 + ρ′2 + γ2ρ2ρ′2)2 (1 + γ2ρ2)1/2
(6.27)

Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè ôðîíòà ïëîñêîñòüþ z = 0. Â ýòîì ñå÷åíèè îí
ïðåäñòîâëÿåò ñîáîé êðèâóþ, êîòîðóþ áóäåì äàëåå íàçûâàòü ëèíèåé ôðîíòà. Ïîëÿðíîå
óðàâíåíèå ëèíèè ôðîíòà èìååò âèä ρ = ρ(φ), ïðè÷åì ôóíêöèÿ ρ(φ) óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ (6.25). Ââåäÿ áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû

p =
D

V0

γ; Ω =
D

V 2
0

ω (6.28)

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (6.25) â ïåðåìåííûõ

r =
V0

D
ρ; ψ(r) =

r

r′
(6.29)

ïîëó÷èì:

ψ′(p2r2 + 1) + (ψ2 + 1)ψ/r + (p2r2 + ψ2 + 1)3/2 − Ωr(p2r2 + ψ2 + 1) = 0 (6.30)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè p = 0 óðàâíåíèå (6.30) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ ñâîáîäíîãî
ïëîñêîãî ðåâåðáåðàòîðà [3]. Êàê èçâåñòíî ïðè ρ → ∞ ñâîáîäíûé ðåâåðáåðàòîð èìååò
âèä àðõèìåäîâîé ñïèðàëè òî åñòü äëÿ íåãî äîëæíà áûòü ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà:

ψ(r) ≈ kr, r →∞ (6.31)

Ïîäñòàâëÿÿ â (6.30), ïîëó÷èì, ñ ó÷åòîì (6.2), êîýôôèöèåíòû â àñèìïòîòè÷åñêîì
ïðåäñòàâëåíèè (6.31):

k = −(Ω2 − p2)1/2 (6.32)

Çàïèøåì òåïåðü G2, J2, H, Hq, K, κ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ (6.28), (6.29),
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âûðàæàÿ ïðè ýòîì ψ′ è ψ′′ ÷åðåç ψ ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (6.30):

G2 = V0Ωrψ
[
(p2r2 + 1)(p2r2 + ψ2 + 1)

]−1/2 (6.33)
J2 = V 2

0 D
−1Ω(p2r2 + 1)−1/2 (6.34)

H =
V0

2D

[
1− Ωr

(p2r2 + ψ2 + 1)1/2

]
(6.35)

Hq = −V
2
0 Ω

2D2
· 1 + ψ2 − Ωr2ψ + rψ(p2r2 + ψ2 + 1)1/2

(p2r2 + ψ2 + 1)(p2r2 + 1)3/2
(6.36)

K =
V0

D
·
[
1− Ωr(1 + p2r2)− p2rψ

(p2r2 + ψ2 + 1)1/2(p2r2 + 1)

]
(6.37)

κ =
V0

D
· p2r

(p2r2 + ψ2 + 1)1/2(p2r2 + 1)
(6.38)

Ïîäñòàâëÿÿ (6.33)�(6.38) â óðàâíåíèÿ (2.83), (2.84) ïîëó÷èì âíóòðåííèå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (6.30):

Ω(p2r2
0 + ψ2

0 + 1)1/2 + εη1(p
2r2

0 + 1)1/2(p2r2
0 + ψ2

0 + 1)1/2 (6.39)
+η2(p

2r2
0 + 1)1/2

[
(p2r2

0 + ψ2
0 + 1)1/2 − Ωr0 +

p2r0ψ0

p2r2
0 + 1

]
−η3Ω(p2r2

0 + 1)−1

[
ψ2

0 + 1− Ωr2
0ψ0

(p2r2
0 + ψ2

0 + 1)1/2
+ r0ψ0

]
+η4(p

2r2
0 + 1)1/2

[
(p2r2

0 + ψ2
0 + 1)1/2 − Ωr0

]
+ η5

p2r0
(p2r2

0 + 1)1/2
= 0

−Ωr0ψ0 + η6(p
2r2

0 + 1)1/2(p2r2
0 + ψ2

0 + 1)1/2 (6.40)
+η7(p

2r2
0 + 1)1/2

[
(p2r2

0 + ψ2
0 + 1)1/2 − Ωr0 +

p2r0ψ0

p2r2
0 + 1

]
−η8Ω(p2r2

0 + 1)−1

[
ψ2

0 + 1− Ωr2
0ψ0

(p2r2
0 + ψ2

0 + 1)1/2
+ r0ψ0

]
+η9(p

2r2
0 + 1)1/2

[
(p2r2

0 + ψ2
0 + 1)1/2 − Ωr0

]
+ η10

p2r0
(p2r2

0 + 1)1/2
= 0

ãäå r0 = ρ0V0/D � áåçðàçìåðíûé ðàäèóñ ÿäðà, ψ0 = ψ(r0) è ââåäåíû áåçðàçìåðíûå
ïàðàìåòðû ñðåäû:

η1 = λ0D/V
2
0 ; η2 = λ1/V0; η3 = λ2/D; η4 = λ4/V0; η5 = λ3/V0; (6.41)

η6 = µ0/V0; η7 = µ1/D; η8 = µ2V0/D
2; η9 = µ3/D; η10 = µ4/D

132



×òîáû ïîñòàâèòü çàäà÷ó íà ôèêñèðîâàííîì èíòåðâàëå, ñäåëàåì çàìåíó
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

x = r/r0 (6.42)

è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
R = εr0, W = Ω/ε, P = p/ε (6.43)

Òîãäà óðàâíåíèå (6.30) ïðèìåò âèä
ε

R

[
ψ′(P2R2x2 + 1) +

ψ

x
(ψ2 + 1)

]
+ (P2R2x2 + ψ2 + 1)3/2 −WRx(P2R2x2 + ψ2 + 1) = 0

(6.44)
ãäå øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x, èçìåíÿþùåéñÿ
íà [1,+∞). Ïðåïèøåì â ýòèõ æå îáîçíà÷åíèÿõ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6.39), (6.40) è
(6.31):

εW(P2R2 + ψ2
0 + 1)1/2 + εη1(P2R2 + 1)1/2(P2R2 + ψ2

0 + 1)1/2

+η2(P2R2 + 1)1/2

[
(P2R2 + ψ2

0 + 1)1/2 −WR+
εP2Rψ0

P2R2 + 1

]
−η3

W
P2R2 + 1

[
ε(ψ2

0 + 1)−WR2ψ0

(P2R2 + ψ2
0 + 1)1/2

+Rψ0

]
+η4(P2R2 + 1)1/2

[
(P2R2 + ψ2

0 + 1)1/2 −WR
]
+ η5

εP2R
(P2R2 + 1)1/2

= 0 (6.45)
−WRψ0 + η6(P2R2 + 1)1/2(P2R2 + ψ2

0 + 1)1/2

+η7(P2R2 + 1)1/2

[
(P2R2 + ψ2

0 + 1)1/2 −WR+
εP2Rψ0

P2R2 + 1

]
−η8

W
P2R2 + 1

[
ε(ψ2

0 + 1)−WR2ψ0

(P2R2 + ψ2
0 + 1)1/2

+Rψ0

]
+η9(P2R2 + 1)1/2

[
(P2R2 + ψ2

0 + 1)1/2 −WR
]
+ η10

εP2R
(P2R2 + 1)1/2

= 0 (6.46)
ψ(x) = −(W2 − P2)1/2Rx, x→∞ (6.47)

è ψ0 ≡ ψ(1).
Èòàê, íàøà çàäà÷à ñîñòîèò èç óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (6.44), âíåøíåãî

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (6.47) è âíóòðåííèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (6.45), (6.46).
Íåèçâåñòíûìè â íåé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ ψ(x) è ÷èñëîâûå âåëè÷èíû W , R. Òàê
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÷òî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì óðàâíåíèé è çíà÷èò çàäà÷à ïîñòàâëåíà
êîððåêòíî.

6.4 Ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ

ñëó÷àÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Íà ðèñóíêå 6.1 ïîêàçàíû ðåøåíèÿ óðàâíåíåÿ (6.44) ïðè ôèêñèðîâàííûõ ε/R, PR,WR
è ðàçëè÷íûõ ψ0.

1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4

-10

-8

-6

-4

-2

2

Ðèñ. 6.1: Ðåøåíèÿ ψ(x) óðàâíåíèÿ (6.44) ïðè ôèêñèðîâàííûõ ε/R = 0.3, PR = 0.5, WR = 1.7 è

ðàçëè÷íûõ ψ0 = −1.7;−2.13;−2.135861;−2.13586150144. Æèðíàÿ ëèíèÿ � êðèâàÿ (6.48).

Âèäíî, ÷òî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (6.31) ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàòðèñîé,
ðàçäåëÿþùåé êðèâûå ïðîõîäÿùèå íèæå íåå è îòâå÷àþùèå îãðàíè÷åííîé
öèëèíäðè÷åñêîé ñðåäå îò êðèâûõ ëåæàùèõ âûøå ñåïàðàòðèñû è îòâå÷àþùèõ
ñâèòêàì ñ �îáðàòíûì� âðàùåíèåì.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëæåíèÿìè, ñäåëàííûìè ïðè âûâîäå òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé
â ðàçäåëå 2.3, çàêëþ÷àåì, ÷òî W ∼ 1. À çíà÷èò è R = ωρ0/(V0W) ∼ 1.

Êðîìå òîãî, èç (6.47) ÿñíî, ÷òî åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî äëÿ íåãî áåçðàçìåðíàÿ
óãëîâàÿ ñêîðîñòü W îáÿçàíà áûòü áîëüøå áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà P . Áóäåì
ïðåäïîëîãàòü, ÷òî P ∼ 1, òî åñòü p ∼ ε.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå (6.44) ïðè ôèêñèðîâàííûõ P ∼ 1, R ∼ 1 è
W ∼ 1, ðàçëîæèì èñêîìîå ðåøåíèå ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ε � 1. Â èòîãå,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ψ îòðèöàòåëüíà âñþäó, à íå òîëüêî ïðè áîëüøèõ x, ïîëó÷èì

ψ = −
[
(W2 − P2)R2x2 − 1

]1/2 − ε
W(W2 − P2)R2x2

(W2 − P2)R2x2 − 1
+O

(
ε2

) (6.48)

Íà ðèñóíêå 6.1 ïîêàçàíà òàêæå è êðèâàÿ (6.48). Âèäíî, ÷òî îíà õîðîøî
àïïðîêñèìèðóåò ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå âïëîòü äî x = 1. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå
(6.44) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì è ðåøåíèå (6.48) ïðèìåíèìî âáëèçè x = 1

òîëüêî åñëè âûïîëíåíî ñïåöèàëüíîå óñëîâèå

R2(W2 − P2) > 1, (6.49)

êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, ñèëüíåå, ÷åì ñëåäóþùåå íåïîñðåäñòâåííî èç (6.47) óñëîâèå
W > P , è ïðè áîëüøèõ òâèñòàõ ðåøåíèå (6.48) ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðèìåíèìûì òîëüêî
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî x > 1, êàê íàïðèìåð íà ðèñóíêå 6.2. Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî
äàëåå äëÿ ðåøåíèÿ (6.48) è âûïîëíåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êîí÷èêå (6.45), (6.46),
óñëîâèå (6.49) îêàçûâàåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííûì ïðåäïîëîæåíèåì.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå (6.48) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6.47). Ïîäñòàâëÿÿ åãî â
(6.45), (6.46) ïðè x = 1 è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû ñðåäû ηk ∼ 1 (ñëó÷àé îáùåãî
ïîëîæåíèÿ), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ R è W :

W2(P2R2 + 1)1/2 + η1W(P2R2 + 1) + η2
W2

((W2 − P2)R2 − 1)1/2

+η4
(P2R2 + 1)(W2 − P2)

((W2 − P2)R2 − 1)1/2
+ η5P2 = O (ε) (6.50)

((W2 − P2)R2 − 1)1/2 + η6(P2R2 + 1)1/2 = O (ε) (6.51)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè P = 0 äàííûå óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèÿ, ñîâïàäàþùèå ñ
ó÷åòîì ðàçëè÷èé â îáîçíà÷åíèÿõ ñ ðåøåíèÿìè (3.125) äëÿ ïëîñêîãî ñëó÷àÿ. Ïðè ýòîì,
êàê âèäíî èç (6.51), ðåøåíèå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ïðè η6 ≤ 0, ÷òî, êàê è â
äâóìåðíîì ñëó÷àå, ñîîòâåòñòâóåò ïðîðàñòàþùåé èñõîäíîé ïîëóïëîñêîé âîëíå.
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Ðèñ. 6.2: Ðåøåíåÿ ψ(x) óðàâíåíåÿ (6.44) ïðè ôèêñèðîâàííûõ ε/R = 0.3, PR = 1.4, WR = 1.7 è

ðàçëè÷íûõ ψ0 = −1.1;−1.23;−1.25;−1.26. Æèðíàÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � êðèâàÿ (6.48).

Äëÿ ñèñòåìû (6.50), (6.51) ìîæíî óêàçàòü ðåøåíèå â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ÷åðåç
ïàðàìåòð t ∈ [1,+∞) :

P2 = R−2
∞

t6(t2 − 1)

[t3 − αt+ β(t2 − 1)]2
, (6.52)

W = W∞
t4

t3 − αt+ β(t2 − 1)
, R = R∞

|t3 − αt+ β(t2 − 1)|
t3

ãäå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî

R∞ =
|η2

6 + 1− η4η6|
|η1|(η2

6 + 1)1/2
, W∞ =

−η1(η
2
6 + 1)

η2
6 + 1− η4η6

, (6.53)

α =
η2(η

2
6 + 1) + η4

η6(η2
6 + 1− η4η6)

, β =
η5

η2
6 + 1− η4η6

Îòìåòèì, ÷òî W2/P2 = (η2
6 + 1)t2/(t2 − 1) > 1, R2(W2 − P2) = η2

6t
2 + 1 > 1, òàê ÷òî

óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ðåøåíèÿ (6.48) âïëîòü äî x = 1 îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì
è ïðèìåíåíèÿ ñèíãóëÿðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.44) íå
òðåáóåòñÿ.

Ïîíÿòíî ÷òî âèä çàâèñèìîñòåé W(P) è R(P) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
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ïàðàìåòðàìè α è β, òîãäà êàê R∞ è W∞ âëèÿþò òîëüêî íà ìàñøòàá. Íà ðèñóíêå 6.3
ïðèâåäåíû ãðàôèêè ýòèõ çàâèñèìîñòåé äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.
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Ðèñ. 6.3: Áåçðàçìåðíûå óãëîâàÿ ñêîðîñòü (ñëåâà) è ðàäèóñ ÿäðà (ñïðàâà) â çàâèñèìîñòè îò òâèñòà

â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè (6.52) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è β: (a) β = −3; (b)

β = 3. Çíà÷åíèÿ α ïðèâåäåíû íà ñàìèõ ðèñóíêàõ.

6.5 Îáñóæäåíèå.

Îêàçàëîñü, ÷òî õàðàêòåð çàâèñèìîñòè îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ñêðó÷åííîãî ñâèòêà
(ðàäèóñ ÿäðà è óãëîâàÿ ñêîðîñòü) îò òâèñòà îïðåäåëÿåòñÿ âñåãî ëèøü äâóìÿ
êîìáèíàöèÿìè êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû α è β (ñì. (6.53)), ÷òî îáëåã÷àåò
ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó ïîëó÷åííûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ. Îòìåòèì ñëåäóþùèå
õàðàêòåðíûå ÷åðòû ýòèõ çàâèñèìîñòåé, êîòîðûå ìîæíî çàìåòèòü ïðè èçó÷åíèè
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óðàâíåíèé (6.52) è ðèñóíêà 6.3:

• Óãëîâàÿ ñêîðîñòü è ðàäèóñ ÿäðà ïðè ìàëûõ òâèñòàõ çàâèñÿò îò òâèñòà ÷åòíûì
îáðàçîì (êâàäðàòè÷íî) ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ.

• Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ
ñâèòêîâ ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè ïðè îäèíàêîâîì òâèñòå. Ïðè ýòîì îíè ìîãóò
èìåòü ðàçëè÷íîå íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ (çíàêè óãëîâîé ñêîðîñòè).

• Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ñâèòêà
ñ �íîðìàëüíûì� íàïðàâëåíèåì âðàùåíèÿ (òî åñòü èçëó÷àþùåãî, à íå
ïîãëîùàþùåãî àâòîâîëíû) òîëüêî ïðè òâèñòàõ áîëüøèõ íåêîòîðîãî
ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ.

• Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ òâèñòàõ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìîíîòîííî (ïî÷òè ëèíåéíî)
âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì òâèñòà. Ìîíîòîííûé ðîñò óãëîâîé ñêîðîñòè ñ ðîñòîì
òâèñòà åñòåñòâåííî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ïåðèîä îêàæåòñÿ áëèçêèì ê
âðåìåíè ðåôðàêòåðíîñòè ñðåäû ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè òâèñòà.
Óâåëè÷åíèå òâèñòà âûøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ íåâîçìîæíî. Åñòåñòâåííî,
÷òî ïðè òâèñòàõ, áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêîìó äàííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü,
íå ó÷èòûâàþùàÿ ðåôðàêòåðíîñòü, íå ïðèìåíèìà. Îòìåòèì, ÷òî ëèíåéíàÿ
çàâèñèìîñòü óãëîâîé ñêîðîñòè îò òâèñòà áûëà ïîëó÷åíà ðàíåå â íåêîòîðîì
àíàëîãè÷íîì ñëó÷àå â [80], à íàëè÷èå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûõ òâèñòîâ, ïðè
êîòîðûõ ïåðèîä áëèçîê ê âðåìåíè ðåôðàêòåðíîñòè, íàáëþäàëîñü â ÷èñëåííîì
ýêñïåðèìåíòå [81].

• Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ òâèñòàõ ðàäèóñ ÿäðà ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé êîíñòàíòå,
îïðåäåëÿåìîé ïàðàìåòðàìè ñðåäû. Ýòî ñòðåìëåíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü êàê
ñâåðõó, òàê è ñíèçó â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α è β.

• Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è β, âîçìîæíî ãèñòåðåçèñíîå ïîâåäåíèå
êàê óãëîâîé ñêîðîñòè, òàê è ðàäèóñà ÿäðà. Ãîâîðÿ çäåñü î ãèñòåðåçèñíîì
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ïîâåäåíèè, ìû èìåëè â âèäó òîëüêî åãî ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü. Äëÿ
òîãî ÷òîáû óêàçàòü, áóäåò ëè îíî ðåàëèçîâûâàòüñÿ, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü
óñòîé÷èâîñòü îòäåëüíûõ âåòâåé ðåøåíèé.
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Âûâîäû

Â äàííîé ðàáîòå îáñóæäàëñÿ êèíåìàòè÷åñêèé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ñóùåñòâåííî
óïðîñòèòü èçó÷åíèå àâòîâîëí â âîçáóäèìûõ ñðåäàõ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé è
ñëîæíîé çàäà÷åé â ñîâðåìåííîé íåëèíåéíîé ôèçèêå è, â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëÿåò
áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ áèîôèçèêè. Ïðè ýòîì áûëè äîñòèãíóòû ñëåäóþùèå îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû:

• Óðàâíåíèÿ êèíåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè àñèìïòîòè÷åñêîé
ïðîöåäóðû èç óðàâíåíèé òèïà �ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ�, îïèñûâàþùèõ äàííóþ
âîçáóäèìóþ ñðåäó. Ïðè ýòîì åäèíàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü êàê
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ôðîíòà, òàê è íåîáõîäèìûå êðàåâûå óñëîâèÿ. Êðàåâûå
óñëîâèÿ îêàçàëèñü áîëåå ñëîæíûìè, ÷åì ïîëó÷åííûå ðàíåå (êëàññè÷åñêàÿ
êèíåìàòèêà). Ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä îêàçàëñÿ ïðèìåíèì êàê ê çàäà÷å íà
ïëîñêîñòè, òàê è â ïðîñòðàíñòâå.

• Ïîëó÷åíî îáùåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îñíîâíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ êèíåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà â äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûõ äëÿ íåãî
ïðåäïîëîæåíèÿõ.

• Îïèñàíà ôîðìà ñòàöèîíàðíîé ñïèðàëüíîé âîëíû è åå ïàðàìåòðû â áåñêîíå÷íîé
ñðåäå è â êðóãëîé ñðåäå, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ñïèðàëüíîé âîëíû.

• Èçó÷åí äðåéô ñïèðàëüíîé âîëíû ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ íåîäíîðîäíîñòüþ ñðåäû.

• Èçó÷åíû òèïû ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé â âèäå òðàíñëÿöèîííûõ è ñïèðàëüíûõ
âîëí âáëèçè íåïðîðàñòàþùåãî ðåøåíèÿ. Ïîñòðîåíà äèàãðàììà òàêèõ ðåøåíèé.
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• Ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíû ñ ðåçóëüòàòàìè êëàññè÷åñêîãî âàðèàíòà
êèíåìàòè÷åñêîãî ìåòîäà è ìåòîäà ñâîáîäíîé ãðàíèöû.

• Ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíû ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîçáóäèìîé
ñðåäû. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñðåäû ÔèòöÕüþ-Íàãóìî êëàññè÷åñêàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûì îïèñàíèåì, òîãäà êàê äëÿ ìîäåëè Àëèåâà-
Ïàíôèëîâà óòî÷íåííûå íàìè óðàâíåíèÿ îêàçàëèñü ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

• Èññëåäîâàíà çàäà÷à î ïðÿìîì ñâèòêå ñ íåíóëåâûì ïîñòîÿííûì âäîëü íåãî
ãðàäèåíòîì ôàçû (òâèñòîì). Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò
ïàðàìåòðîâ âîçìîæíî äîñòàòî÷íî áîãàòîå è íåîäíîçíà÷íîå (â òîì ÷èñëå,
ãèñòåðåçèñíîå) ïîâåäåíèå çàâèñèìîñòè êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñâèòêà îò
òâèñòà.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêàçàíî è ïîäòâåðæäåíî â ÷èñëåííîì
ýêñïåðèìåíòå �íåêëàññè÷åñêîå� ïîâåäåíèå ñïèðàëüíûõ è ñâèòêîâûõ âîëí ñ áîëüøèì
ÿäðîì â âîçáóäèìîé ñðåäå. Ýòî ïîâåäåíèå îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî, ñâîéñòâåííîãî
ñèñòåìàì òèïà ÔèòöÕüþ-Íàãóìî, àñèìïòîòè÷åñêèìè ïîðÿäêàìè âåëè÷èí, à â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è êà÷åñòâåííî èíûìè çàâèñèìîñòÿìè îò ïàðìåòðîâ ñðåäû.
Òàêîå íåêëàññè÷åñêîå ïîâåäåíèå îêàçàëîñü â òîì ÷èñëå õàðàêòåðíûì äëÿ ñèñòåì
áîëåå ðåàëèñòè÷íî îïèñûâàþùèõ ñåðäå÷íóþ òêàíü (ðåçêèé ïåðåäíèé è ïëàâíûé
çàäíèé ôðîíò ïîòåíöèàëà äåéñòâèÿ). Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò
èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ áèîôèçèêè.
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